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À Andreï Nikolaévitch KOLMOGOROY 


PRÉFACE 


Le présent ouvrage est essentiellement consacré à trois problèmes 
que nous étudierons dans le cas des processus gaussiens stationnaires. 
Premièrement, c'est la recherche des conditions de continuité (d'équi- 
valence) absolue mutuelle des différentes distributions d'un segment 
de processus aléatoire et l'établissement des formules efficaces pour 
les densités des distributions équivalentes. Deuxièmement, c’est la 
description des classes des mesures spectrales correspondant à des 
processus réguliers, stationnaires au sens large ou strict (en particu- 
lier, satisfaisant à la condition bien connue de mélange intense *)) 
ainsi que des sous-classes qui se distinguent par la vitesse de mélan- 
ge. Enfin, le troisième problème est l'estimation de la valeur moyen- 
ne inconnue d’un processus aléatoire, qui, après soustraction de cette 
valeur moyenne, se trouve être stationnaire, c'est-à-dire le problème 
de la séparation d’un signal noyé dans un bruit stationnaire. De plus, 
l'ouvrage traite d'un certain nombre de problèmes auxiliaires (distri- 
butions dans les espaces hilbertiens, différentes propriétés des fonc- 
tions échantillonnées, un certain nombre de théorèmes de la théorie 
de variable complexe, etc.). 

Le problème de l'équivalence des différentes distributions gaus- 
siennes de dimension infinie a su attirer l'attention de nombreux 
mathématiciens depuis 4958 (on peut trouver un exposé systématique 
des résultats obtenus dans [23] par exemple). Nous étudions le 
problème dans le cas des processus gaussiens stationnaires où nous 
espérons avoir obtenu des résultats définitifs. 

Le second des problèmes mentionnés est étroitement lié aux 
questions ayant trait à La théorie ergodique des systèmes dynamiques 
gaussiéns, à la théorie des pronostics des processus stationnaires et 
concerne (du point de vue probabiliste) la condition de dépendance 
faible du processus futur de son passé, dont l'exploitation systéma- 
tique a permis de développer la théorie très fructueuse des théo- 
rèmes limites dans le cas d’une dépendance faible (voir, par exemple, 
[14], [221) ; la condition la plus connue de ce type est certainement 


*) Le terme correspondant anglais est « a strong mixing condition ». 
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celle de mélange intense. Les problèmes apparaissant lors de l'étude 
des différentes conditions de régularité, dans le cas gaussien, condui- 
sent à des problèmes particuliers d’approximation de la théorie 
spectrale linéaire. Les études poussées entreprises dans ce domaine 
ont donné une solution presque définitive du problème. L'ouvrage 
expose les résultats de ces études. 

Enfin, le problème de l’estimation de la moyenne paraît être le 
plus ancien et le mieux étudié de la statistique mathématique. On 
connaît deux méthodes traditionnelles de solution du problème: ou 
bien, connaissant la densité spectrale d’un bruit stationnaire on 
construit Îles meilleures estimations non biaisées, ou bien, quand 
ces données font défaut, on utilise la méthode des moindres carrés. 

Nous proposons une classe générale d’estimations appelées « pseu- 
do-meilleures » qui englobe tant les estimations classiques des moin- 
dres carrés que les meilleures estimations non biaisées. Nous en 
donnons les expressions explicites, trouvons les conditions de con- 
sistance, les formules asymptotiques de la matrice de corrélation 
des erreurs, établissons les conditions d'efficacité asymptotique. 

I1 y a lieu de mentionner que les résultats concernant les condi- 
tions de régularité et l'estimation de la moyenne sont formulés en 
termes spectraux et sont automatiquement transposables (dans le 
cadre de la théorie linéaire) à des processus quelconques, stationnai- 
res au sens large. 

Pour mieux orienter le lecteur nous avons pris soin d'indiquer 
dans le texte les ouvrages fondamentaux auxquels il peut se référer 
utilement et dont il trouvera la liste à la fin du livre. 


Les auteurs 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION. 
NOTIONS PRÉLIMINAIRES 


$ 1. Loi de probabilité de Gauss dans l’espace 
euclidien 


On dit qu'une distribution P dans l’espace vectoriel à n dimen- 
sions R° est gaussienne si la fonction caractéristique 
o(u)= | et») P(dx), uER?, 
re? 
(u, x) — > u,z, désignant le produit scalaire des vecteurs u — (u, 
.., Un) € Z—(x1, ..., x) est de la forme 
p(u) =exp { à (u, a)— + (Bu, u) À , uUER?, (1.1.1) 


où a — (a, ..., an) E R" est la valeur moyenne, B un opérateur 
linéaire positif appelé opérateur de corrélation ; on le donne par la 
matrice {B,;} appelée matrice de corrélation ou matrice de covariances. 
On a 


(a, a) = À (u, x) P (da), 
R? 
(Bu, v)= | Qu, 2)—(u, 4), 2)—(, aiP(dz); (112) 
R" L 
u, ve RT. 


La distribution P de valeur moyenne «a et d'opérateur de corré- 
lation B se trouve concentrée dans l’hyperplan à m dimensions L 
de l’espace R° (m étant le rang de la matrice de corrélation) qu'on 
peut représenter sous la forme 


L = a + BR. 


Cette notation veut dire que Z est l’ensemble de tous les vecteurs 
y E R° de la forme y = a + Bx, x € R°. Notamment 


P(Rr\N L)=0, 
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la distribution P étant absolument continue par rapport à la mesure 
de Lebesgue dy de l’hyperplan Z: 


P(T)= | p(yay, (1.1.3) 
TNB 
où la densité de probabilité p{y), yE€L, est 
= 
= ris 2P À j (B(y—0), G DE (£.1.4) 


{ci det B désigne le déterminant de la matrice donnant l'opérateur 
B dans le sous-espace R®' = BR", et B-l est l'opérateur inverse de 
B dans ce sous-espace. 


P (y) 


$ 2. Fonctions aléatoires gaussiennes. 
Donnée de la mesure de probabilité 


Soit (Q, À, P) un certain espace de probabilité, c’est-à-dire un 
espace mesurable des éléments & € Q@ de mesure de probabilité P 
définie sur une certaine o-algèbre À des ensembles À & Q. 

La fonction mesurable réelle £ — & (w) dans l’espace {2 est appe- 
lée variable aléatoire. L'ensemble des variables aléatoires £ (£) — 
— € (©, t) (le paramètre { parcourt un certain ensemble T} est appelé 
fonction aléatoire du paramètre { € T. Les variables aléatoires. 
ë (4) sont dites les valeurs de cette fonction aléatoire £ = E& (t); 
lorsque w € Q est fixé la fonction réelle £ (w, -) — E(w,t)dete€T 
est a échantillon ou trajectoire de la fonction aléatoire £ — 
= € (ft). 

Considérons un certain espace X des fonctions réelles x = x (t) de 
t E T comprenant toutes les trajectoires Ë — E (w, t), t € T, de la 
fonction aléatoire £ — E (f) (tel est, par exemple, l’espace X = AT 
de toutes les fonctions réelles x = x (t), t € T}. Désignons par # 
la o-algèbre minimale des ensembles de l’espace fonctionnel X con- 
tenant tous les ensembles cylindriques de cet espace, c’est-à-dire 
les ensembles de la forme 


Lx (6), ..., x (ET. (1.2.1) 
L'ensemble (1.2.1) se compose des seules fonctions x = x (é) pour 
lesquelles les valeurs [x (#), . .., x (4.)l aux points #,, ..., 4 €T 


déterminent le vecteur appartenant à l’ensemble borélien L de l’es- 
pace vectoriel R° à n dimensions. L'application E — £ (w) pour 
laquelle à chaque @€Q correspond la fonction échantillon 
6 (@, -) = Ë (w, t) de t € T, élément de l’espace X, est une appli- 
cation mesurable de l’espace de probabilité (Q, %, P) dans l’espace 
mesurable (X, #). Les ensembles À € A de la forme À — {EE BY}, 
qui sont les contre-images des ensembles B € $ dans l'application 
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en question & — E (w, -), forment dans leur ensemble une o-algèbre. 
Cette o-algèbre À ; est minimale parmi les o-algèbres contenant tous 
les ensembles de la forme 


Et) ess TETE (1.2.2) 
L'ensemble (1.2.2) est formé des seuls éléments © € © pour lesquels 
les valeurs LE (wo, 4), . . ., E (wo, t,)] déterminent un vecteur appar- 


tenant à l’ensemble borélien l' de l’espare vectoriel R° à n dimen- 
sions. On dit aussi que les & (t), ? € T, engendrent la o-algèbre Y.. 
La mesure de probabilité P: définie sur la o-algèbre $ par la rela- 
tion 


P,(B=P{ECB} BE, (1.2.3) 


s’appelle distribution de probabilités de la fonction aléatoire E (t) 
(dans l’espace fonctionnel correspondant X). | 

Proposons-nous de savoir quand une famille donnée de variables 
aléatoires Ë (f). — & (w, t) dans l'espace Q (le paramètre t prend 
toutes les valeurs de l’ensemble 7) est une fonction aléatoire de 
distribution donnée P:, plus exactement, quand existe la mesure 
de probabilité P dans l'espace Q liée à la distribution P; par la rela- 
tion (1.2.3). On suppose ici que l’ensemble £ (Q) de toutes les fonc- 
tions échantillons Ë (@, :) = £ (w, t) de t € T appartient à l'espa- 
ce À. 

{I est facile de voir qu’une telle mesure de probabilité P existe si 
et seulement si l’ensemble & (Q) possède une mesure extérieure complète, 
c’est-à-dire | 

P:(B) = 1 avec B = E (Q) (1.2.4) 


pour tout ensemble mesurable B € X, 


En effet, si P: est la distribution de la fonction aléatoire £ — 
— & (t), pour tout ensemble B € X, appartenant au complémentaire 


de l'ensemble Ë (Q), la contre-image {£ € B} est un ensemble vide et 
P.(B)= P{ECE} = 0. 


D'un autre côté, pour tous ensembles B,, B; € $ ayant même contre- 
image {ÉCB,} — {EE B;}, la différence symétrique B, © B, — 
— (B,XB2) U (P:2XB:;) appartient au complémentaire de l’ensem- 
blo £ (Q), et sous la condition (1.2.4) on a 

P: (B; Le B:) += 0, PE (B:) 7 P: (B2). 
Par conséquent, la relation 


P{ECB}— P:(B), BED, (1.2.5) 


définit la fonction univoque P — P (4) sur la o-algèbre %: de 
tous les ensembles de la forme À = {€ B}, BE $, engendrée 
par les variables Ë (t}, £ € T. Il est évident que P est une mesure de 
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probabilité et £ — £ (t) une fonction aléatoire dans l’espace de pro- 
babilité (Q, X, P) de distribution P; donnée. 

La mesure de probabilité P sur la o-algèbre A; engendrée par 
les variables Ë {t), & € T, est déterminée d'une manière univoque 
par les distributions P;, . . ., :, de dimension finie, chacune repré- 
sentant une mesure de Borel dans l’espace vectoriel n-dimensionnel 
R" correspondant, définie comme suit : 


P:,.. . tn (D) = P {[£ (41), …, = (ln)] € r'}, (1.2.6) 
où P;, ..., :, est la distribution du vecteur aléatoire [E (#;), . .. 
..., 8 (én)l. Notamment 

P(4)=inf à P(4), (4.2.7) 
k 


où la limite inférieure est prise sur tous les ensembles À, de la 
forme (1.2.2) recouvrant conjointement l’ensemble À € X. Ceci se 
rapporte en particulier à la distribution P; dans l’espace fonctionnel 
correspondant À, mesure de probabilité sur la o-algèbre $ engendrée 
directement par les variables données Ë& (t) = E (x, t) dans l’espace 
X, c'est-à-dire par des grandeurs de la forme 


Et, z)—=zx(t), xEX, (1.2.8) 


le paramètre f, fixé pour toutes les fonctionnelles E (x, t) — x (t) de 
z € X, parcourant tout l’ensemble T. 

Désignons par [' X R°-" l’ensemble borélien dans l’espace n- 
dimensionnel des vecteurs [x (4), . . ., x ({,)] tels que [x (#;,), ... 
..… æti,)]EF (© est l’ensemble borélien dans le sous-espace 
m-dimensionnel RAR" = R", les autres coordonnées x (t;) sont arbi- 
traires. Les distributions de dimension finie sont compatibles en 
ce sens que 


P.. _ (T X R7-") — Pr, EE tn (D) (1.2.9) 


pour tous les ensembles du type mentionné. 

Soit X — RAT l'espace de toutes les fonctions réelles x = x (f), 
t E T. En vertu du théorème bien connu de Kolmogorov *}, toute 
famille de distributions compatibles P;, ..., ;, détermine sur 
l'algèbre de tous les ensembles cylindriques (1.2.1) une fonction 
continue additive P (formule (1.2.6) où les grandeurs ont la forme 
explicite (1.2.8)). Cette fonction se trouve prolongée d’une manière 
univoque en mesure de probabilité P sur la o-algèbre $. La fonc- 
tion aléatoire E — E (t) à valeurs Ë ({) = & (x, t) dans l'espace de 
probabilité (X, #, P) possède des distributions de dimension finie 
coïncidant avec les distributions initiales compatibles P;,..  :.. 


*) Voir [8], page 150. 
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À partir de la distribution P — P}; dans l’espace fonctionnel X, 
sous la condition (1.2.4), on peut déterminer (voir formule (1.2.5)) 
la mesure de probabilité dans l'espace correspondant @. 


" 


Les fonctions aléatoires £ = E (f) et Ë — € (é) à valeurs dans un 
même espace de probabilité sont dites équivalentes si, avec une 
probabilité unité, pour presque tous les © € Q, on a 


E (wo, 9) —É (©, t) 


pour tout t € T fixé. Il est évident que les distributions de dimension 
finie des fonctions aléatoires équivalentes coïncident. En passant à 
la fonction aléatoire équivalente Ë — £ (f) à trajectoires dans un 
espace fonctionnel X, on peut déterminer (voir formule (1.2.3)) dans 
cet espace la mesure de probabilité. 

Des variables aléatoires sont dites gaussiennes si leurs distribu- 
tions de dimension finie sont gaussiennes, Plus exactement, dans le 
cas d’une fonction aléatoire £ — Ë (f) du paramètre t € T, les valeurs 
E (4) — E (©, t) et la fonction £ — Ë (4) elle-même sont dites gaus- 
siennes, si toutes les distributions de dimension finie P,, .. 4, 
sont gaussiennes. La mesure de probabilité P sur la o-algèbre X: 
engendrée par toutes les valeurs de Ë ({) est également gaussienne. 

Chacune des distributions de dimension finie P:,,..,:, de la 
fonction aléatoire E — £ (t) possède une moyenne [a (ti), ... 

., & (t,)] et une matrice de corrélation {B (f,,t;)}, où a{(t),t ET, 
est la valeur moyenne de la fonction aléatoire E — E (t}, et B (s, t), 
s, LE T, sa fonction de corrélation *): 


B(s,1)=MTÉ(s)—a(shlé(@)—a(], s,t€7. (1.2.10) 


Ainsi, la mesure gaussienne P sur la o-algèbre %: est déterminée 
d'une manière univoque par sa valeur moyenne a (t), t € T, et sa 
fonction de corrélation B (s, t), s,tE€T. 

La valeur moyenne a (t)}, t € T, peut être. quelconque, et la 
fonction de corrélation B (s,t), s,t € T,n'a besoin que d'être définie 
positive : 


ñn 
D cc;Bltnt)>0 (1.2.11) 
k, j=t 
pour £y, . . -, În € T quelconques et c4, . .., €, réels. 

= Pour des fonctions a (t), 4 € T, quelconques et B(s,t),s,t€T, 
définie positive, il existe une fonction aléatoire gaussienne de valeur 


*) ME désigne l'espérance mathématique de la variable aléatoire — 


— £ (w) dans l'espace de probabilité (Q, Y, P): ME — | Ë (wo) P (do). 
Q 
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moyenne a (t), t € T, et de fonction de corrélation B (s,t),s,1€T. 
Les distributions gaussiennes P;, .:, de moyennes [a (#), ... 

., a (t)] et de matrices de corrélation. {B (f4, t;)} se trouvent 
être compatibles et déterminent la mesure gaussienne P dans l'es- 
pace À — R’ de toutes les fonctions réelles x = x (t) de t € T dé- 
finie sur la o-algèbre $# — Ÿ: engendrée par les valeurs E (4) — 
— Ë (x, t) de la forme (1.2.8) données directement sur X, le para- 
mètre { parcourant l’ensemble T. 


$ 3. Lemmes sur la convergence des variables 


gaussiennes 
Soit £, — En (w), ñn — 1, 2, ..., une suite de variables aléatoi- 
res dans l’espace de probabilité (Q, %, P). On dit que la suite Ë,, 
n = 1,2, ..., converge en probabilité sur l’ensemble À € X vers 
une certaine grandeur £ — Ë (w) si, quel que soit £ = 0, ona 
lim P({£n—E| > 8} 14) =0. (1.3.1) 
n— 09 
Rappelons que la suite E,, nr — 1, 2, ..., converge en proba- 


bilité dans le cas et seulement dans le cas où elle est fondamentale *), 
c’est-à-dire que sur le même ensemble À converge en probabilité 
vers zéro la suite 


ÂAnm = En — Êm: n, m = 1, 2, 


Lemme 1. Si une suile de variables gaussiennes E,,n — 


— 1,2, ..., converge en probabilité sur un certain ensemble À € A 
d'une mesure positive P (A) >> 0, elle converge en moyenne: 
lim MIË, — El = 0. (1.3.2) 


N—> 00 
Démonstration. Soient Arym-=En—Ë£m des variables gaus- 
siennes. Pour € > 0 quelconque, on a 


P{Arnm|> e=2 | — RE {— Co } dæ, 


26m 


OÙ Anm — MAnms Oùm = M (Anm — Gnm). Supposons que la suite 
E,, n — 1,2, ..., ne converge pas en moyenne, ce qui équivaut 
à La condition 

Im (aim + 0èm) > 0. 


n, M-+00 


*) Voir, par exemple, [8f, page 90. 
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Il est facile de voir que, sous cette condition, pour un certain 
e positif, on a 
Tim P{[Amm|>e}>1—p/2, 
ñn, M-r 00 


où p—P(4) > 0. Mais alors 
lim P({| A nm | > e}N4)>p/2, 


1, Mr 00 


ce qui contredit la condition (1.3.1). Donc 


lim MAÿm= lim (aimtoim) = 0, 
nm, M 00 ñn, M+r00 

c'est-à-dire que la suite &,, n = À, 2, ..., est fondamentale en 
moyenne et par conséquent converge en moyenne, ce qu’il fallait 
démontrer. 

. En particulier, si une suite de variables gaussiennes E,, n — 
= 1,2, ..., est convergente avec une probabilité positive, c’est- 
à-dire qu’elle converge pour toutes les valeurs de @ d’un certain 
ensemble À € À de mesure positive, elle converge en moyenne. 


Considérons une suite &,, nr — 1,2, . .., de variables gaussiennes 
indépendantes. 
Où 
Lemme 2. La série Ÿ E? est convergente avec une probabilité 
n=1 
(ee) 


positive si et seulement si la série > MÉ* est convergente. 


n—=1 
Démonstration. Il est évident que 


Ÿ, ME M À En, 
n=1i | 
par conséquent, vu la convergence de La série > ME, la grandeur 
n=1 


= » E2 (o) est finie pour presque toutes les valeurs de ow € Q, 


n=i 
Où 


c'est-à-dire que la série 2 én converge avec une probabilité 
Par 
se 


unité. Supposons maintenant que la série y ES converge avec une 
n=1 


probabilité positive (en vertu de la loi bien connue de zéro ou un an 
elle converge également avec une probabilité unité). La suite £,, 
n = 1, 2, ..., converge alors en moyenne vers 0: ME — O0 pour 


*) Voir, par exemple, [8], page 157. 
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dé —— 


n—>oo (voir lemme 1). Posons a, — ME,, où = M (E, — a,)?, 
on a alors 
a +062 =M (E;) + À Be —— exp { — Et) dx, 
ml 1 27 On ñn 


où les variables aléatoires £, — E, (w) sont définies comme suit: 


ë (o =" En(@) pour |E:|<1, 


pour [E:1> 1. 
Pour ai +0 0 on a 


1 — An 
| Pa D = . } dr = 0 (ah +0), 
donc 1 


M (E)? — an + on. 
En vertu du théorème bien connu des trois séries *) pour la conver: 


gence (avec une probabilité égale à 1) de la série > £? dont les £?, 
1 


Li 


n —= 1, 2, ..., sont indépendantes, il faut que 2 M (£2)* << oo. 


Mais M en) 2e an + 07 par conséquent la Convore once de la série 


Ÿ €? entraîne S (a + ©) << 0. 
n—= 1 | 


7— 


$ 4. Variables gaussiennes dans l’espace 
de Hilbert 


Une variable aléatoire £ dans l’espace euclidien R° à n dimen- 
sions est dite gaussienne si elle est répartie suivant la loi de Gauss. 

Pour qu'une variable aléatoire £ € R° soit gaussienne il faut et 
ilFsuffit que pour chaque x € R°" soit gaussienne la variable réelle 
E (u) — (u, €), égale au produit scalaire des éléments u, & € RT. 

En effet, la valeur au point u € R°" de la fonction caractéristique 
 (u) de la variable aléatoire ë € R" coïncide avec la valeur de la 
fonction caractéristique de la variable aléatoire réelle Ë (u) — (u, Ë) 
au point À et peut s’écrire sous la forme 


q(u)= Mit D exp {i(u, a)—+ (Bu, u)}, uER" 


(voir la formule (1.1.1), où (uw, a) est la valeur moyenne, et (Bu, u) 
la variance de la variable gaussienne Ë (u) — (u, E)). 


*) Voir, par exemple, [8], pagé 166. 


$ 4] VARIABLES GAUSSIENNES DANS L'ESPACE DE HILBERT 47 


Il est évident que pour que la variable aléatoire & € R°" soit gaus- 
sienne il faut et il suffit que le soit la fonction aléatoire de la forme 
E(u) — (u, £) deu € R7. 

Soit ÜU un espace hilbertien complet et séparable et & — Ë (w) 
une fonction dans l’espace de probabilité (Q, X, P) à valeurs dans U. 
L'élément aléatoire £ de l’espace hilbertien U est dit variable aléa- 
toire dans ÜÙ, si le produit scalaire (u, E) pour chaque uw € U est 
une Re aléatoire réelle, c’est-à-dire une fonction mesurable 
dans (Q, A, P). 

La variable aléatoire Ë de l'espace hilbertien Ù est dite gaussien- 
ne, Si pour chaque uw € U est gaussienne la variable aléatoire réelle 
Ë s (4) = (u, £). Ceci équivaut à ce que la fonction aléatoire & (u) = 

— (u, &) de u € U est gaussienne, car non seulement les différentes 
valeurs E (u) — (u, €) le seront, maïs également chacun des vecteurs 
LE (ua), + (un). 


En effet, pour tout vecteur À — [Ai, . . ., À,l de l'espace vecto- 
n 


riel R° à n dimensions le produit scalaire D AE (u:) est égal à 
hk— 
D ME (us) = (2 au, Ë) = (ue, Ë), 


nr 
où u — », Aux E U et nous avons supposé la grandeur E (u) — 
k=1 
— (u, £) gaussienne. 
Il est évident que la valeur moyenne 
a(u) = M (u, Ë), u EU, 


de Ia fonction aléatoire E (4) — (u, €), u € U, est une fonctionnelle 
linéaire, et la fonction de corrélation: 


B Qu, v) = Mu, £) — a (u)]{(v, &) — a (v)l, u, ve U, 


une fonctionnelle bilinéaire positive dans l'espace hilbertien U. 
Comme pour chaque © € Q fixé le produit scalaire (u, E) est une 
fonction continue de w € U, pour la fonction gaussienne Ë (u) — 


— (4, Ë) de u € U doit être assurée la continuité en moyenne (voir 
lemme 1): 


lim Ml(u, E)—(v, EP = (1.4.1) 


[lu—v||- 0 
[4 ]} désignant la norme de l'élément w € U. Mais 
M Qu, EË) — (v, EF —au— 1) + Bu—v, u—v) 


et la condition (1.4.1) donne la continuité des fonctionnelles a (u) 
et B (u, v). 


2—0191 
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Comme toute fonctionnelle linéaire continue, la valeur moyenne 
a (u) peut s’écrire sous la forme 


a (u) — (u, a), u EU. (1.4.2) 


L'élément mentionné a € U est doué de la propriété suivante: 


(4, a) = [(u, & (a)) P (do), (1.4.3) 


à 
pour u € U, et s'appelle valeur moyenne *) de la variable aléatoire 


EEU. 
Comme toute fonctionnelle bilinéaire positive continue, la fonc- 
tion de corrélation B (u, v) peut s’écrire sous la forme 


B (u, v) = (Bu, v), u, vEU, (1.4.4) 


où B est un opérateur linéaire positif dans l’espace hilbertien U 
que l’on appelle opérateur de corrélation. 

Nous allons montrer que l'opérateur de corrélation B est complète 
ment continu. 


En effet, toute suite orthonormée 14, D», . . . converge lentement. 
vers zéro, ainsi pour toutes les valeurs © € @ les variables gaussien- 
nes Ë, = (2,, €), n —=1, 2, ..., où Ë — Ë (w) € U, convergent 


vers Ô pour n — co. Par conséquent (voir lemme 1) elles convergent 
également en moyenne, c’est-à-dire 


ME a (Bu, Un) —> 0 


(ici et dans la suite, pour simplifier l'écriture, on suppose la valeur 
moyenne a € U égale à zéro). Si l’on admet que l'opérateur B n'est 
complètement continu, alors à l'extérieur d’un certain voisinage #& 
de zéro on pourrait trouver une infinité de points du spectre (compte 
tenu de l’ordre de multiplicité) et par conséquent une infinité de 
sous-espaces orthogonaux invariants, pour chacun des éléments 
desquels on ait 


(Bu, u)= | ME, u)>elu/f, 
JADE 
où B — { À dE, est la représentation spectrale de l'opérateur sy- 


métrique continu B. 

Puis on choisit une base orthonormée complète parmi les élé- 
ments propres 12, Ur, . . . de l'opérateur B complètement continu 
symétrique positif, correspondant aux valeurs propres 0%, 6%, ... 


*) Pour l'intégrabilité des fonctions à valeurs dans l’espace hilbertien, 
voir, par exemple, [26]. 


$ 41 VARIABLES GAUSSIENNES DANS L'ESPACE DE HILBERT 19 
Les valeurs correspondantes 6, — (v,, Ë), k — 1, 2, ... ne sont 
pas corrélées: 


6? pour j —k, 
ME:Ë; — (Bv,, v;) — 


0 pour / £k. 
De plus 
2 8 ( o)= 2 ve, 8 (@))}=]8 (w) [f. 
On sait que les variables gaussiennes non corrélées sont indé- 


CO 


pendantes et que la convergence de la série SE? (w) pour tous 
1 


C0 


les © entraîne la convergence de la série D) ME? (voir lemme 2). 
1 


Par conséquent 


O0 


2 (Ba, va) = 2 MEË = Di of < 00, 


c'est-à-dire que l'opérateur de corrélation B est nucléaire *), car 
pour tout système orthonormé uw; wo, ... EU on a 


> (Bux, un) < o. (1.4.5) 
1 


Ainsi, si & € U-est une variable aléatoire gaussienne, la fonction 
aléatoire E (u) — (u, E) du paramètre w € U possède une, moyenne 
du type (1.4.2) et une fonction de corrélation du type (1.4.4), l’opé- 
rateur de corrélation B y figurant étant un opérateur nucléaire 
dans l’espace hilbertien U. 

Supposons maintenant que & (u}, u € U, soit une fonction gaus- 
sienne quelconque ayant une moyenne de la forme (1.4.2) et une 
fonction de corrélation de la forme (1.4.4), où B est un opérateur 
nucléaire dans l’espace hilbertien U. Il existe alors üne fonction 
aléatoire Ë (u}), u € U, et une variable gaussienne Ë — Ë (wo) dans U 
telles que 


É(u) = (u, Ë), ue U. (1.4.6) 


La variable mentionnée £ € U pour presque toutes les issues élémen- 
taires © peut être donnée par la formule 


E(u)— À E(ox)va, (LAT) 


*) Voir, par exemple, [5], page 55. 
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OÙ 7, Vo, . .. est un système orthonormé complet formé par les 
éléments propres de l’opérateur nucléaire B. En vertu dé fa relation 


MS EG) z À Bu di) < 00 
k-=i k—=i 


pour les variables gaussiennes indépendantes E (v;), E (ue)... 


OC 


la série >, E (v:)? converge avec une probabilité unité. 


k=1 
En effet, Ë (u), u € Ü, est une fonctionnelle linéaire aléatoire en 
ce sens qu'avec une probabilité unité on a 


Ë (lun + Aoue) = ME (us) + 6 (uw) 


pour tous réels A4, À, et tous éléments w,, u, € U, car, comme on 
‘peut facilement le voir 


M [E (Aus + Âous) — M6 (us) — A6 (u2)F = 0. 


De plus, cette fonctionnelle aléatoire Ë (4) est continue en moyenne 
{voir (4.4.1) et plus bas) et vu | 


n 
u=lim 2, (u, vx)», 
N—oo R—1 


on à 
ÉQu)=limE (2 (uw v)ui)=lim 2 (u, va)E (on) 


{au sens de la convergence en moyenne), et de plus, avec une pro- 
babilité unité, on a 


Qu, E)=lim D (u, D E(vr)vr)=lim À (u, v:)E (vi) 
oo k—1 kh=1 TN» 00 k—=1 


de telle sorte qu'avec une probabilité unité pour chacune des va- 
leurs £ (4) de la fonction aléatoire initiale Ë (u), u € U, l'égalité 
(1.4.6) se trouve satisfaite. 
On arrive au résultat suivant *). 

Théorème 1. Pour qu'une fonctionnelle gaussienne Ë (u), 
u € Ü, sur l'espace hilbertien U admette la représentation par la jor- 
mule (1.4.6) il faut et il suffit que sa moyenne a (u), u € U, et sa fonc- 
tion de corrélation B (u, v), u, v € UÜ, soient des fonctionnelles conti- 
nues, la première linéaire et la seconde bilinéaire, de plus dans la repré- 
sentation (1.4.4) de B (u, v) l'opérateur correspondant B doit être 


nucléaire. 


*) A propos des distributions dans les espaces linéaires, voir par exemple 


Yu. Prohorov, The method of characteristic functionals, Proc. At Ber- 
keley sympos., t. 2, 1961, 403-419. 
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_ IL est. bien connu:qu’on peut identifier l’espace hilbertien U': à 
l'espace conjugué X de toutes les fonctionnelles continues:dans {/: 
Chacune de ces fonctionnelles # € X est donnée d’une manière uni- 
voque: par la formule & — (u,.x), u EU, où x € U est un élément 
donné de l’espace hilbertien U. En vertu de ce qui a été exposé au 
$ 2, à toute fonction aléatoire gaussienne Ë (uw), 4. € U,.de la forme 
(1. 4.6) correspond la distribution P; dans l’espace hilbertien X — U 
(les «fonctionnelles échantillonnées » &E(u) — (u, E(w)), u EU, 
appartiennent à X). La mesure gaussienne P: est déterminée sur la 
o-algèbre #$ engendrée pee les ensembles HOVrU de _… U 
de la forme: . : 


lu Bree mn DIET, (1.4.8 


OÙ Uy, .. " U, e T et L' sont les ensembles boréliens de l’espace 
euclidien à 2 dimensions; la c-algèbre mentionnée $ est de toute 
évidence engendrée par les variables de la forme | 


E(a, u) = — , 2), æ É x: (1.4.9) 


où le paramèêtre uw parcourt out L'cépaee U = X. 

Pour tout élément a € U et un opérateur nucléaire positif B 
il existe une fonction gaussienne € (u}), u € U, de la forme (1.4.6) 
de valeur moyenne a € U et dont f’opérateur de corrélation est B: 
Il existé également sur l’espace de probabilité (X, $, P:) une fone- 
tion gaussienne de ce type donnée directement dont les valeurs 
sont définies par la formule (1.4.9). 
; G xemple. VERRE gaussiennes dans l’espace fonctionnel 
Æ? (T). | 

Soit £ — Ë (t) un processus aléatoire gaussien qui sur le segment 
T de droite réelle possède une moyenne a (t), t € T, et une fonction 
de corrélation B (s, t), s, 4 € T, satisfaisant à la condition sui- 
vante: pour tous s, 4€ T on a : 


li le(s) —a(91=0, (1.4.0) 
“limiB ” à: —2B(s, 0+B(t,1]=0. 


Cette condition HHpOse la. continuité en moyenne du prosseen 
aléatoire & — EG: | | 


lim M {£ (s) — — Ë E(DP=0 

st 
On sait *) que dans ce vas il éxiste un processus équivalent mesu- 
rable € ({)— € (, t) tel que la fonction É— É(w,{) du couple de 


variables (©, {) sur le produit des espaces. Q'XT soit mésurable? 
Nous allons supposer ques. ae De à le pen BRU" ER 


*} Voir, par ésiple: [8], page 209. 
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initial &—£&(). Supposons que la condition suivante soit égale- 
ment remplie | 


À a (t)dt oo, Î B(t, td < oo. (1.414) 
T T 
Cette condition signifie que 
| ME2 () dt < oo. 
T 


En vertu du théorème de Fubini des intégrations répétées on a 


Î Mer à | À &(0, 9 dt P (do) < 

T à T | 
et presque toutes les fonctions échantillons € (w,-) = E (w, t) de 
t € T appartiennent à l’espace hilbertien £? (T) des fonctions réelles 
de carré intégrable u — u (t) de t € T dont le produit scalaire est 


(u, v) — | u (t) v (t) dt. 


T 


En déterminant convenablement les valeurs Ë (w, t) pour ceux des 
& € Q pour lesquels les fonctions échantillons £ (w, +) = £ (©, t), 
tE T, n'appartiennent pas à Z? (l’ensemble de tels & € Q a une 
mesure nulle}, on peut passer à un processus gaussien mesurable 
£ — £(t) dont toutes les fonctions échantillons appartiennent à 
l'espace hilbertien Z?. On peut considérer la fonction aléatoire 
E — E (w, -)} comme un élément aléatoire de l’espace hilbertien Z?. 
Considérons les produits scalaires 


&, D = [u(Ele, dt, ueu. 
T 
Comme Ë — E (w, f) est une fonction mesurable des variables (o, #), 
alors pour chaque uw € U donné la fonction réelle (u, £) de © € Q est 
également mesurable et se trouve être une variable aléatoire. Ainsi 
E — E{w, - )est une variable aléatoire dans l’espace hilbertien 
£? (T). En vertu du théorème de Fubini la valeur moyenne de Ia 
fonction aléatoire Ë (u) — (u, Ë) de u € U est 


a(u)= | u(tha(t)dt={u,a), ueEU, (1.4.12) 
T 


et sa fonction de corrélation 


B(u, = || u(s)v( B(s,t)dsdi=(Bu,v), u,vEU, (1.413) 


LT 
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où l'opérateur de corrélation B est donné par son noyau B (s,t), soit 


Bu (t)= À B(s,t)u(s) ds. 
T 
La variable aléatoire É€Z£? est gaussienne. En effet, comme 
on peut facilement le voir, (u, €) — | u (£) 6 (t) dt est, pour la fonc- 


T 
tion continue u=ut(t) de {E€T, la limite en moyenne des varia- 
bles gaussiennes de la forme 


A 


2 u (Ex) E (6x) (x — trs), 

Où bb Lu SL... Lt, sont des points de partition du segment T, 
et pour une fonction quelconque u € £? la grandeur (u, Ë) se trouve 
être la limite en moyenne des variables gaussiennes (u,, €), où 
Un = Un (t), n — 1, 2, ..., est une suite de fonctions continues 
convergeant en moyenne vers la fonction uw — u (t). Or, la limite 
d'une suite de variables gaussiennes est, comme on sait, également 
gaussienne *). 


$ 5. Lois et espérances mathématiques 
conditionnelles 


_ Soit € (u) = E (wo, u), u € U, une famille de variables gaussien- 
nes dans l’espace de probabilité et A(U) la o-algèbre des ensem- 
bles de l’espace À engendrée par toutes les Ë (u) — & (w, u) sur Q, 
le paramètre w parcourant un certain ensemble T. Pour plus de sim- 
plicité nous allons supposer que MË (u) — 0, u € U. Désignons par 
H (Ù) l’espace hilbertien des variables aléatoires n, mesurables par 
rapport à la o-algèbre A(U), dont le produit scalaire est 


nt M2) = M (man). (1.5.1) 
Désignons par Æ (U) l'enveloppe linéaire fermée de toutes les 
& (u}, u E U. Soient S et T des sous-ensembles dans U. 


Considérons un élément n de À (S) et sa projection n sur le sous- 
espace À (T). Comme Æ (U) est un ensemble de variables gaussien- 


nes, la différence À — n — n, en tant que variable gaussienne ortho- 
gonale à toutes les 6 (t}, £ € T, ne dépend pas de celles-ci. Aïnsi 


n=n+ A, (1.5.2) 


où n est mesurable par rapport à la o-algèbre À (T7), et À est une 
variable gaussienne, indépendante de Ë (4), £ € T, de valeur moyenne 


*) Voir, par exemple, [8], page 33. 
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nulle et de variance 6? — M (1 — n}°. Il est facile de voir que la 
distribution conditionnelle *) de n par rapport à la o-algèbre X (T) 
existe toujours et pour presque tous les 6 est une distribution 
gaussienne de moyenne 


M {n/A(T)} = n (o) (4.5.3) 
et de variance constante 
où = M {(n — 9)VX (T)} = M (n — 1) (1.5.4) 


Rappelons que l'espérance mathématique conditionnelle 
M {n/A (T)} est, du point de vue géométrique, la projection de 
l'élément n € H (U) sur le sous-espace H (T) et dans le cas présent 
c'est la grandeur n, projection sur le sous-espace A (T). 

Comme on sait, tous les moments des variables gaussiennes 
existent. Désignons par H° (U) la fermeture du sous-espace de tou- 
tes Les grandeurs de la forme 


n = lé (u), ..., E (ul, (1.5.5) 
où p (1, . . ., 22) est un polynôme de degré au plus nr d’un nombre 
quelconque de variables zx,, ..., x, et ui, ..., ur € U. 


Théorème 2. L'espérance mathématique conditionnelle n — 
— M {ny/A (T)} d'une variable quelconque n € H° (S) fait partie 
du sous-espace H" (T} (avec le même exposant n): 


M {n/A (T)} € H° (T). (1.5.6) 


Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut 
considérer que les ensembles S et T sont finis (par exemple S — 
— £a, ...,shet T = {t,,..., t,}). En effet, un peut passer au 
cas général par un passage à la limite mi 


= lim mm M{NA (7)}= lim M{nm/X (T)}, 


en entendant ici la convergence en moyénne, et 


Nm = Pm [E (sa), , : «4 E (s2,.)] 
M [n/X Œ= lim MINE (ns), € (m)le 


et encore 


_ Soit n = pÎE£ (52), Leo ë (sz)l, où @ (z1, . . .,. Tr) eSt un poly- 
nôme dont le degré n’est pas supérieur à n. Comme nous l'avons déjà 
dit le théorème est vrai pour r — f. Supposons qu'il soit vrai pour 
tous les exposants ne ‘dépassant pas n — 1. ee par É(s;) 
les projections des éléments £ (s;), j = 1, , k, sur le sous-espace 


#) Voir, par exemple, [12]. 


6 "i LOIS ET ESPÉRANCES MATHÉMATIQUES CONDITIONNELLES 2% 


H (T). Les différences E (s;) — Ë (s5), j = 1, ..., k, ne dépendent. 
pas des & (£), t € T. Posons ; 


GC = p [IE (ss) — Ê (s:), . . ., E (sx) — ê (s3)] | 
La grandeur 6 ne dépend pas de 6 (f),1 € T,et dans le développement 


k | 2. . 
=> Ge PIE (1), Ne 
j—=1 


le second membre est une combinaison linéaire des expressions de la 
forme 


Pm LE (61), ..., E (sa) Vn-m LÉ (51), . .…, E (sa), 


OÙ y (lis + + +, TR) Ct Vn-m (lis + - :, xx) Sont des polynômes dont 
le degré n’est pas supérieur à m et nz — m respectivement, de plus 
mn — 1. Par hypothèse, l'espérance mathématique condition- 
nelle nn = M [ñ»/A (7)] de ‘la variable 1, — = Pr LE (si), 

, 6 (s2)l fait partie du sous-espace A°(T), m <n — 1. Il est. 
Evident que le produit nm -Vn_m LÉ (s1), . .., è )}, fait partie du 
sous-espace H"(T). Toute combinaison linéaire de ces produits 
qu'est l'espérance mathématique conditionnelle n — MË de la 
différence n — & fait également partie de À” (T}). On a donc n,, — 
— M In/X (DIE HT (T), ce qu'il fallait démontrer. 

Nous allons trouver les polynômes d'Hermite de plusieurs va- 
riables. 

: Soit P (dx) une mesure gaussienne dans l’espace à À dimensions 
R' des vecteurs x = [x,, .. ., &l et H l'espace de Hilbert de toutes 
les fonctions réelles de carré intégrable @ — ® (x) de x € R* dont. 
le produit scalaire est 


(p, D) = À p (x) Ÿ (x) P (dx). 
RÀ 


On sait *) que tous les moments d’une mesure gaussienne existent, 


*) On peut expliquer ceci de la manière suivante. II est évident que le 
système de fonctions de la forme ei, x), (G, x) = Z'i,x, est complet dans un 
espace complexe, H, et : 
g2tr+1) 


Ne D an <Cenr 0 


où 


02 — | (4, x)? P (dr). 
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de plus l’ensemble de tous les polynômes œ — œ (x,, ..., x) 
des variables x, . .., x, est partout un ensemble dense dans Æ. 
Tout polynôme @ — œ (x, ..., 2) de degré p, orthogonal à tous 


les polynômes de degré inférieur à p,.est appelé polynôme d'Hermite. 

Désignons par H, l’ensemble de tous les polynômes d'Hermite 
de même degré p. IL est évident que Æ, est un espace de dimension 
finie, l’espace de Hilbert H étant la somme des sous-espaces orthogo- 
naux H,, p = 0, f, 


H=) @H,. 
p=0 


Considérons un vecteur gaussien [E (u,), . .., Ë (u,)]. Désignons 
par H, (, . . ., ux) l’ensemble de toutes les grandeurs de la forme 


n = PIE (us), . .., E (u:)], 


Où p —= p(x1, . . ., x) est le polynôme d’'Hermite de degré p par 
rapport à la distribution P de la variable vectorielle LE (41), . .. 
, ë (x). Il'est clair que l’on a 


H (us, ..., W) = 2 D Hu, ...,ux). (1.5.7) 
pP= 


Lemme 3. Quels que soient si, . . ., SL et t,, .. ., tr, les sous- 
espaces H, (1, - - ., Sn) et H, (ti, . .., t,) sont orthogonaux pour 
différents p et q, c'est-à-dire que 


H, (si, . .., 83) L H, (4, ..., t,) pour p=Æq. (1.5.8) 


Démonstration. Supposons, par exemple, que p << q et 
considérons l’élément arbitraire n € HA, (s1, ..., sx) et son espé- 


rance mathématique conditionnelle n — M {n/X (44, . .., #;)}. En 
vertu du terne 2 la grandeur n appartient au sous-espace 


HP (li, .. ti) — 2 @ H, tr, ..., ty). Mais n est la projection 
de n sur tout le sous- ne H (t4, ..., ty), par conséquent la diffé- 
rence n — n est orthogonale à H (és, ..., &y) et en particulier 
n—n L Ho... t;). De plus 1 Lo (4, t;) comme 
appartenant au sous-espace HP (£,, . .., ta) orthogonal à Ha Miss 


., ty) pour p << q. Par conséquent 
n = fn — 9) +1] L Æ, (, EE | ty} 


ce qu'il fallait démontrer. 
Puis nous allons définir le sous-espace A, (U) comme une enve- 
loppe linéaire fermée de tous les sous-espaces F7, (u,, . .., u;), où 
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Us, .. …, Un € U et l’exposant p est le même pour tous les w,, ... 
.., Un. Il est évident qu’en vertu des relations (1.5.7) et (1.5.8)ona 


4° @)= 2 e H}(U), H()= 2 E H,(U), (1.5.9) 


où H,(U) ne contient que des constantes; A, (U) — H (U) est 
l'enveloppe linéaire fermée des E(u) € U:. H, (U) est celle des 
LE (u,) E (wo) — B (ua, wall, où wi, UE U: H, (Ü) est l'enveloppe 
linéaire fermée des LE (1) E (ue) Ë. (us) — E (u) Bu, us) — 
De Ë (u2) BE (U4, Ua) es Ë (us) B (Us, Uo)], où La, Us, Us < U, etc. 

Comme on peut le voir à partir du développement (1.5.9), l’es- 
pérance mathématique conditionnelle M In /A (T)l de tout n € 
€ 4, (S) par rapport à la o-algèbre A (T) fait partie du sous-espace 
H, (T) (avec le même exposant p). 

Ecrivons la formule générale des moments : 


ME (4). EQun)= D'ITB Ga u)), (15.10) 


où la somme est prise sur toutes les partitions de l'ensemble (u,, . .. 
.., Uh) en couples (u,, u;), et le produit sur tous les couples 
(ux, u;) d'une partition. 
Cette formule s'obtient à partir de la relation 


ME Qu) + E (un) = 9 (0), 
où p (À) = M exp {à (4, Ë)} est la fonction caractéristique du vecteur 
gaussien Ë — [E (w1), . .., É(u,)] ayant pour expression (voir 
(1.11). 
LL < | 
pO)=exp{ —— D MB u)}, Al... Al. 
h, j=1 


$ 6. Processus gaussiens stationnaires 
et représentation spectrale 


On dit qu’un processus gaussien E ({) — £ (w, t) d’un paramètre 
entier (discret) ou réel £, — 00 << ? << co (à valeurs dans l’espace de 
probabilité Q) est stationnaire si sa valeur moyenne est constante: 


a ft) — ME () = 0, 


et sa fonction de corrélation B (s, £) ne dépend que de Ia différence 
S — 1: 
B(s, t) — MIE (s) — allé (t) — al = B(s—ti) (1.6.1) 


(ultérieurement nous allons poser a = Ü). 
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Dans la relation (1.6.1) la fonction B (t} est appelée fonction de 
corrélation du processus stationnaire & (£); elle peut s’écrire. sous lu 
forme 


B(t)— À éMF (dh), (1.6.2) 


où 7 (dÀ) est dite mesüre spectrale du processüs stationnaire Ë (() 
qui est une mesure positive bornée: Dans la formule (1:6.2) l'inté- 
grale est prise dans les limites —n & À x lorsque le temps t est 
discret et — oo <Z À <Z oo lorsque le temps £ est continu. | 

= Le processus stationnaire 6 (+?) admet une TOprésentaton spectrale 
dé la forme. 


E&)= | eD(d),. (1.6.3) 
où ® (dÀ) est une mesure spectrale stochastique telle que: 
MO (A1) ® (Az) — F (Ai N A). 
Tout n appartenant. à une enveloppe linéaire fermée H (T) des 
E (&), & € T, admet a représentation spectrale suivante: 


= À @ (à) D (dà), (1.6.4) 


où œ (À) est une fonction de l'espace Lr(F) qui est l'enveloppe 
linéaire réelle des fonctions eft de À, t € T, fermée par rapport au 
produit scalaire 


(u Por = | oi: G) &3@) F (@), (1.6.5) 


l'intégrale stochastique (1.6.4) est déterminée pour toute fonction 
p € Lr(F) et donne n € H (T}). La relation n <- (4) est un isomor- 
phisme unaire *) des espaces de Hilbert H (T)j et Lr(F): 


(nt; M2) —= (Pts Podr. (1.6.6) 


Dans le cas où le paramètre # varie d'une manière continue et 
l'ensemble 7 est un intervalle fini, l'espace Lr (}) pourrait être 
déterminé comme la fermeture de l'espace 19, par rapport au produit 
scalaire (1.6.5), de toutes les fonctions de la forme 


o (= [aitu (1 de (6.7 
L | . ! 


où uw — u (t} est une fonction infiniment dérivable s'annulant à l’exté- 
rieur de l'intervalle T. Comme pour À — æ les fonctions @ (À). décrois- 
sent plus rapidement que | À |” quel que soit n, le produit scalai- 
re du type (1.6.5) peut être introduit sur l’espace 19 non seulement 


*) A propos de tout ce qui vient d'être dit, voir, par exemple, [22]. 
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à l’aide d’une mesure spectrale finie, mais également à l’aide d'une 
mesure .G (dÀ) de finitude o satisfaisant pour un certain nr naturel à 
Ja condition 


| (4 + A2) G (4h) < 00. 
Posons | 
qu pue = | o1 () v: À G (à) (1.6.8) 


et définissons l'espace hilbertien complet ZL+ (G) comme la fermeture 
de toutes les fonctions du type (1.6.7) par rapport au produit 
scalaire (1.6.8). 

Soit Lr (G) un tel espace hilbertien. La formule (1.6.4) donne la 
fonctionnelle aléatoire n — n (p) définie sur le sous-espace L- (G) M 
N Lr (F) dense partout. Il y a lieu de trouver Îles conditions pour 
lesquelles n — n (p) est (à l'équivalence près) un élément aléatoire 
de l’espace conjugué à Lr (G), donc une fonctionnelle linéaire con- 
tinue gaussienne sur l'espace hilbertien L, (G). 

Dans le cas où n =" (æ) est un élément aléatoire de l’espace 
conjugué à Lr (G), c’est-à-dire quand 


n (p) = (P, Nc: (1.6.9) 


où n — 1 (à) est une fonction gaussienne à trajectoires dans l’espace 
hilbertien L:( G), l'opérateur de corrélation B peut être déterminé à 
partir des relations 


(BPi. De = Mn(qgin (pe) SE (Pa Par — 
= (Au Por = (AA, Pr 


où À est un opérateur de l’espace hilbertien L+ (G) "dans l’espace 
hilbertien L- (F) déterminé par l'égalité 


Ag À) = (À), ® ELr (G) N Lr (F), (1.6.10) 


et A* l'opérateur conjugué au premier de L> (F) dans L- (G). Comme 
tout opérateur de corrélation, B doit être nucléaire. 

D'un autre côté, si B — A*A est nucléaire, on peut affirmer que, 
selon le théorème 1, la fonctionnelle linéaire gaussienne n = n (p) 
avec la fonctionnelle de corrélation (Bm,, @)a est équivalente à 
un élément gaussien de la forme (1.6.9) de l’espace conjugué à L, (G). 

Notons que non seulement pour un opérateur nucléaire, mais 
également pour un opérateur simplement borné B — A*A on a l’in- 
clusion 

Lr (GE Lr(F), 
car 


loi = (4p, Av}r — (By, Ple < LB 11 + 1lp lé: 
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Notons que pour une mesure finie & (dÀ) la formule (1.6.9) équi- 
vaut à la représentation spectrale suivante du processus stationnaire 
initial E (),4ET: 


E()=\ e-iin(à) G(dh), 1ET. (1.6.11) 


En effet, les fonctions q (4) = efhi forment un système complet dans 
l’espace hilbertien L+ (Gr) et la formule (1.6.11}, en vertu de laquelle 
n (it) — (eilt, n)s,t ET, s'étend à tout l’espace L- (G}), enveloppe 
linéaire fermée des fonctions du type œ (À) = eïñt. 

Pour avoir affaire directement au processus aléatoire initial 
E (t), t ET, et non pas à sa fonctionnelle n (æ), € Lr (G), il est 
utile d'introduire l’espace X de toutes les fonctions réelles x = x (t), 
t E T, admettant une « représentation spectrale» de la forme 


x(t)— | e-Mb(à) G(dA), 4€T, (1.6.12) 


où 1 (à) € Lr (G); les valeurs de x (t) coïncident avec les valeurs de 
la fonctionnelle linéaire continue (p, d)& pour œ (À) — eïht. II est 
clair que la formule (1.6.12) donne une correspondance biunivoque 
entre les éléments x € X et » € Lyr (G). 

En introduisant le produit scalaire 


(ty Ta) = (Ya Vr)e (1.6.15) 
(où w, et 1, correspondent à x, et x,) X devient un espace complet de 
Hilbert. d 
Envisageons séparément le cas où G (dà) —. dÀ et l’espace 
hilbertien L+ (G) est formé de fonctions du type 


p (À) = | éitz (4) dt, (1.6.14) 

J 

où x — x (t) appartient à l’espace classique £? (T) des fonctions 
réelles de carré intégrable dont le produit scalaire est 


(Bi, Go) = | 2 (4) 2 (t) dé, 
T 


la formule (1.6.14) indiquant une transformation de Fourier. En 
vertu de l'égalité de Plancherel on a 
7e OX 
(Lys Lo) = (Va Va)a = À Pi (À) De (A) 5 : 

donc si les formules (1.6.11), (1.6.12)} sont entendues comme des 
transformations de Fourier, l’espace hilbertien X de toutes les 
fonctions de carré intégrable x — x (t}, t E T, correspond formelle- 
ment au principe général de construction des espaces hilbertiens de 
produit scalaire (1.6.13). 
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En fait nous avons démontré ci-dessus le théorème suivant. 


Théorème 3. Pour que le processus aléatoire & (t), tET, 
soit (à l’équivalence près) un élément aléatoire de l'espace hilbertien X 
il faut et il suffit que pour l'opérateur À défini par l'égalité (1.6.10) 
le produit B — AYA soit un opérateur nucléaire dans l'espace hilber- 
tien Lr (G). 
© Plus loin nous établirons que pour une classe très importante de 
mesures absolument continues #' (dÀ) et G (dÀ) de densités f (À) — 

— F (d\)/dX et g (À) = G (dh)/dX 
l'opérateur A*À est nucléaire sous la condition 
AU) 
| TE AR < 00 (1.6.15} 
Notons qu'il existe également une classe importante de cas où 
l'opérateur A*A n'est pas nucléaire si la condition (1.6.15) ne se 
trouve pas remplie. 

Au chapitre III on envisagera un opérateur de la forme À — 
— AfA;, — E, où Af est un opérateur du même type que À mais 
appliquant e (G) dans Lr (G;) muni de la mesure G, (dk) de densité 
g1 (à) = g (À)+ f (À). Comme f (À) — 81 (À) — g (À), on a 
(Ap, Ya = (AfA1p, Ÿ) — (p, Ÿ)a = 

— (pp, Ple — (p, Pie = (p, dr = (A*AY, Ÿ)c 


pour tous p, Ÿ € Lr (G), par conséquent l'opérateur A*A coïncide 
avec À. On peut montrer (voir théorème 17 du chapitre III) que la 
condition 
fQ) 7? 
| [rar] 4< 
est suffisante pour que l'opérateur À — A*A soit un opérateur de 
Hilbert-Schmidt. Donc si l’on introduit l’espace L- (F;) avec f, (À) = 
—" V1} (À) g (À), les opérateurs du type envisagé apparaissant lors 
de l'application 
LOS LE Per) = LD: 


sont tels que sous la condition (1.6.5) BŸB, et BŸB, se trouvent 
être des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Il est facile de voir que 
l'opérateur A*A — B*BŸB,B; est nucléaire (voir, par exemple, 
[5], page 57). 


$ 7. Quelques propriétés des trajectoires *) 


1. Dérivabilité en moyenne. Relations asymptotiques. Soit 


E (), — oo <C t<Z oo, un processus gaussien stationnaire à temps 
continu £. 


*) Pour plus de détails voir [27]. 
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Le processus £/(t) est dérivable (en moyenne) si existe la limite 

{en moyenne) 

lin sUTA)—E (9 nm. 

lim ÉCHIIO L £°(9 
Pour que la limite mentionnée existe il faut et il suffit que dans 
l'espace de Hilbert L;(F), où T =(— 0, w), la limite 
lim 1 eiht — jheiat 
h+0 


æxiste, ce qui de toute évidence équivaut à la condition 
CO 


| M2F (À) < ©, (1.7.1) 


F(dA) étant ici la mesure spectrale du processus aléatoire £ (t). Si 
E (6) — À MD (dÀ) 
est la représentation spectrale du processus gaussien stationnaire 


E (t), sa dérivée Ë” (4), — 00 << oo, qui est également un proces- 
sus gaussien stationnaire, est égale à 


E"()— À eiñt (ih) D (dà). 


Il est facile de voir que la condition (1.7.1) équivaut à 
M IAE (4) = A-ApB (0) = O0 {h?} (1.7.2) 


pour #—0, où Bt) est la fonction de corrélation, et A, est le 
symbole de l'opérateur de la différence: par exemple, A,B (rt) — 
—B(t+h)—B(t). En effet, sous la condition (1.7.2), pour A 
quelconque, on a 


A À 
| Ar (an<C Er (dE C LEO 
— À — A 


pour » suffisamment petit, quelque grand que soit À, où C est une 
certaine constante, alors (1.7.1) découle immédiatement de (1.7.2). 

Considérons le processus stationnaire non dérivable £& (t). Pro- 
posons-nous de trouver les limitations imposées à la mesure spectrale 
F (dÀ) pour lesquelles on a Ia relation 


AhAnB (0)=O{]h"%, 0<a<i. (1.7.3) 


7]: QUELQUES PROPRIÉTÉS DES TRAJECTOIRES _33 
On a 


AnAnB(0)  E f 1—cos À \e | - D pee 
ST Le LE RE )* (cos 14) 7% F8) <C | XF (dh); 


ainsi la condition (1.7.3) se trouve remplie si 


Î AGE (dA) < oo. (1.7.4) 


0 


“Nous allons nous arrêter plus en détail sur le cas où la densité 
spectrale f (À) — # (dA)/dh existe. Supposons que pour À suffisam- 
ment grand, [À | > A,ona | | 


fQ) = 12/6, 


(où $ >> 1 car la densité spectrale ÿ (À) est une fonction intégrable). 
Pour un processus stationnaire nôn dérivable $ < 3; supposant 
B << 3, on obtient 


A_pônB(0) 9 Ê 1—cos Ah : 


Après le changement de variable kh=u on a *) 


f 4— cos Ah Et d— | at © 1—coz 
À pe di = nB-2a-1 Â 1 SE Gun hP 2a | 1 con 


et par conséquent 


Les relations obtenues montrent que si 
FA)=O{IA ES, (1.7.5) 


la condition (1.7.3) se trouve remplie pour 2a—fp—1; si encore 


Tim f(A)[A = oo, (1.7.6) 


À — 00 


*) La relation & = B pour les variables & et fi signifie que lim a/B = 1. 
3—0191 
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on a également pour 24—fp—1 
T— A-rnAnB (0) 
h-0 h°® 
D'une manière analogue pour une densité spectrale f(À) du ty 
(1.7.5) pour $—3 on obtient 


— OO, 


-hArB (0 Û 1— 

2aBo CC | IEEE qu +0 (1)=0{|Inla|} 
Ah 

et par conséquent 


‘2. Module de continuité. Considérons un processus gaussien 
stationnaire non dérivable & (), — 00 <T à <Z oo, dont la fonction 
de corrélation B (t) satisfait à la condition (1.7. 5) 


Théorème 4. Sous la condition (1.7.3) il existe un processus 
gaussien € (t) équivalent, tel que, pour h suffisamment petit, on a 
uniformément en t pour chacune de ses trajectoires dans tout intervalle 
fini 

1/2 
[AE G)I<CIR [Int], (1.7.8) 
où C est une constante. 

Démonstration. Pour k suffisamment petit on a 


DA ASE PANNE 3e 


__ LARE GE) se ] rl | —x2/2 
>—|lnlh e-x2/2 dr « 
_ In |A (pt/2 
en À era 22 a E) mm 
VAR en innt/2 DE 


8 _dpe\? 
= ll B=5(5) . 


où c” est une constante dans la relation 4 AARB (0) J<c"|h|"* et C 
est prise de telle sorte. que B > 1. 

Nous allons considérer le processus initial É({} en des points 
binaires rationnels de la forme f—%k/2", supposant pour plus de 
simplicité que “pes Pour hkh= 2" on a 


ve AE (5e ] h 12} < 
2-1 


< De = h|P) = 
k=—0 


2-(B-1} nm. 
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—_n 


Comme f > 1 et que la série 2 28 in est convergente, en vertu 


du lemme de Borel-Cantelli la anne 
AE fr) |<e 12 int lt, 


pour * suffisamment petit, est uniformément convergente pour 
tous les 4 — "0, AT; 


I1 est facile En voir que tout segment [k/2?, k,/2°*] peut être 
composé d’une somme de segments [r/27, (r + 4)/27%], où r, m sont 
des nombres entiers, de plus, pour m quelconque, on peut avoir dans 
cette somme deux segments au plus de la forme mentionnée. Ainsi, 
pour k quelconque (pour n dans l'intervalle 27 < h & 27%) on a 


__ kom 
he 2) 27 


nt 


où >2* désigne la sommation sur les m correspondants. Compte 
tenu de ce qui vient d’être dit, pour h suffisamment petit 


AE (x) ESS Am (SE s)<> c'92- 102) Nes 


a r NX o-m— In 2m \1/2 
<2-%n (In 2")//?2c S 2m) < 


m=—=n 


| ee k \1/2 
<ikfpinalf"}2e D 27% (142) < 
k=0 

<CIAF III AI 


Ainsi, avec une probabilité égale à l'unité les trajectoires du 
processus étudié £ ({) satisfont à la condition (1.7.8) sur l’ensemble 
de tous les points binaires rationnels; en particulier pour presque 
tous les & € Q les trajectoires & (w, -) = Ë (w, t) sont des fonctions 
uniformément continues sur l’ensemble dense partout des points bi- 
naires rationnels #;,,. Il est évident que pour un point arbitraire # 
existe la limite lim Ë (w, {:,) qui’ pour presque tous les o € Q 

kn ” 
coïncide avec la valeur initiale Ë ({) — Ë (w, t). Il est évident que 
pour un processus équivalent dont les valeurs sont déterminées 
comme | 
E(o,t)— lim & (©, tyn), 
tint | 
pour presque tous les & les trajectoires vérifient la condition (1.7.8). 
En déterminant convenablement pour les autres wo les valeurs de 


RL 
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E (w, t).(posant, par exemple, & (©, t) = 0), on obtient le processus 
‘équivalent Ë (é) dont toutes les trajectoires satisfont à la condition 
(1.7.8). Le théorème se trouve ainsi démontré. 

3. Théorèmes limites. Soit £ (f) un processus aléatoire gaussien 
stationnaire non dérivable de fonction de corrélation B (#). Nous 
allons supposer que partout sur l'intervalle (0, t), sauf en un nombre 
fini de points, existe la dérivée seconde B” (t) n’ayant que des dis- 
continuités de première espèce, c’est-à-dire que pour un point # 
quelconque à l'intérieur de l'intervalle (0, t) existent les limites 
finies B"(t — 0) — Lima B(t— het B" (t + 0) — lim B (t + h). 


Rappelons que pour di processus non dérivable E ({) on a 
. ÀA_RARB (0 
lirn LEO) = 00, (1.7.9) 
h—+0 
ce qui veut dire qu'au point {—0 la dérivée B”(f) accuse une 
discontinuité de seconde espèce, plus exactement 
lim B"(h)=— — 00, 
h+0 
Théorème 5. La relation limite suivante se trouve vérifiée 


ARE GE 
Lim +> red (1.7.10) 


où h — x/N et la limite est entendue au sens de la convergence en moyenne. 

Démonstration. Soit n le nombre de points de disconti- 
nuité de la fonction B”(t). Soit e => 0 aussi petit que l’on veut. 
On peut associer à chaque point de discontinuité £, 0 S £ & T, un 
certain intervalle tel que la longueur totale de ces intervalles ne 
dépasse pas &. Désignons par 7, le complément à la réunion de ces 
intervalles (7, est la réunion d’un nombre fini de segments). Il est 
évident que la fonction B” (f) est uniformément continue sur l’en- 
.Semble 7, et 


AnAnB (+) = O {B"(t)h?} (1.7.11) 
“uniformément en # € Z.. Compte tenu de la relation (1.7.7) on voit que 
A_,A3B (#) = 0 {A_;A;B (0)} (1.7.12) 


uniformément en t € Z.. Comme en même temps que la fonction de 
corrélation B (t) la fonction A_,A,B (t) est également définie posi- 
tive, pour tout £ on a. 


| | AL,ARB () | < | A-,A,B (O0) 1. (1.7.13) 
On a alors | | 
s MALE (s) ARE (4) = A_,A,B4{s —t). 
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QE 


et en vertu de la formule générale (1.5.10) 


MIAGE (s)- ARE (P)-A3E (u) AE (v)] = A_2AB (s —t) AA B (u — v) + 
+ AnAnB (5 —u). A AB (—v) + 
+ À AB (s—v).AÀ AB (t—u). 
Il est facile de voir que 


6? (h) — MI 3 PTE _1f- 


N-1 
_ 2 A_nAnB ((&—j)kh) 7 
— MN à | A_nAnB (0) pe (17.14) 
R, j=0 
Pour j donné chaque intervalle de longueur 6 peut contenir au plus 
1 + [6471] points de la forme (k — j) hk, et en tout on aura au maxi- 
mum À (1 + [64-1]) points. Par conséquent, le nombre de points de 
la forme (4 — j} k appartenant au complémentaire de l’ensemble 7}. 
mentionné ci-dessus n’est pas supérieur à (VMn + NÂe/x). En vertu 
des relations (1.7.11)-(1.7.14) on obtient pour À suffisamment petit, 
quel que soit & >> O0, 


PR) << Fr (Nn+w= = =) + 2 max | ART }<Ce, 


où € est une constante. Le théorème 5 se trouve ainsi démontré. 
Notons qu’il existe une suite A4, ho, . pour laquelle la rela- 


tion limite (1.7.10) est vérifiée avec une probabilité unité. Ce qui 
plus est, on peut prendre comme telle une suite quelconque satis- 
faisant à la condition 


> 02 (hr) < oo, (4.7.15) 


car pour cette PO il une suite €, —> 0 telle que 
[ARE GR) ne. 
2 À { r N x TApÂRE (0) —1[>e} us 


or, en vertu du lemme de Borei- Gantelli, pour h = h, (1.7. 10) con- 
verge avec une probabilité égale à l'unité. 

Il serait intéressant d'étudier la vitesse de convergence pour 
hk — Q de la fonction 6° (k) définie par (1.7.14): 


N—1 
h? 
o2(h) = _—. BHO, 2, [A-AALB ((k— 3j) R)T. 


h= 
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Lemme 4. Sous les hypothèses formulées ci-dessus relativement 
à la fonction B" (t) on a l'estimation suivante: 


N-1 LL 
Œ (k) — , > 0 [A-rAB ((— j) k)]°— 
AR 
= O {max (|A-xAxB (0)|, A-nAxB (O)PIRI)} (1.716) 
Démonstration. Il est évident que 


di (h)=0 { h°1 [A HA B (0) + #2 {| LB" (S—#)P ds dt } | 
| 1s*t>2h 
Pour 6 > 0 quelconque donné 


LB" (s—t)}? ds dt — 0 { B"(t}° dt} ; 


18—t1>2h 2 


na 


et si dans un voisinage (0, 6) la fonction B” (ft) est monotone on à 
6 
| B"()°dt=B"(2h +6) [B" (6)—B' (2h), 
5h 
où 2h<6O<Ô et 
B"(2h +0) = 0 {k2A_LA rB (0)}. 
Si la fonction B” (t} est monotone, dans le voisinage (0, 6) elle con- 
serve son signe, de sorte que B” (ft) est également monotone. Il est 
évident que la fonction 
th 
AB (t)— À B'{s) ds 
Ê 
est aussi monotone. Donc, lorsque | B” (2h) | — oo pourk—0Oona 
| B" (2h) | = O {h71[A,B (h)]}, 
où la monotonie de la fonction A,B (+) entraîne 
| A | 
| A,B (h) | <|A,B (0) | — Di | A_,A,B (O) [. 
Donc 
LB” (s—t}f ds dt = 
s—t|>2h 
h?|A_}A,B(0)[, si B'(2h) est bornée; 
{ kh"3|A_,A,B (0), si B°(2h) n'est pas bornée. 
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On obtient finalement 
dè (h) — -O{max(ihk| 1|A AB (0) as | A_ AB (0)|}}. 


La relation (1.7.16) donne pour la fonction o?(k) l’estimation 
suivante : 


02(4)—0 { max ([h|; ro) } | (1.7.17) 


En particulier, sous la condition (1.7.3) la fonction ©? (h) décroît 
pour k — Ü comme une certaine puissance | A JP: 


02 (4) —=O{|h 7}, B — max {1, 2 (1 — a)}, 


aussi la éondition (1.7.15) se trouvera-t-elle remplie, par exemple, 
pour une suite de la forme k, — 2°", n = 1, 2, ... 

Pour le type de processus gaussiens stationnaires envisagé on a le 
résultat suivant, complétant le théorème 5. 


Théorème 6. Sous la condition 


A_AnB =0{|h |"?}, (1.7.18) 
on a la relation limite 
; N—1 
lim ht D AGE (kh) AGE (+ kh) = B'(t—0)—B'(t+40), (1.7.19) 
Li k=0 | 


où t est un point quelconque donné de l'intervalle (0, +), N — 
— [h1 (rt — 1)] — 1 et la convergence est entendue en moyenne. 


Démonstration. Des calculs aussi élémentaires que ceux 
qu’on à faits précédemment montrent que la grandeur 
Ni 
h=hiÀ S ASE(R) AE (HER) 
N)= RTE 2 AGE (kh) ANË (+ Kh) 
k=0 
a pour valeur moyenne 


Mn (X) = Ad -nB (1 _ NE ECS TC 


sa variance satisfaisant à la condition 
Dn (4) < Cd”? (h). 


Les estimations (1.7.16) pour la grandeur d°? (h) montrent que sous 
la condition (1:7.18}) on à la relation (1.7.19). | 

Il est évident que pour une suite À—h,, nr — 1,2, , décrois- 
sant suffisamment rapidement cette relation sera vraie avec une 
probabilité égale à l'unité. sa 
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STRUCTURE DES ESPACES XH (T) ET LI; (F) 


$S {. Préliminaires 

1. Introduction. Dans le chapitre précédent ($ 6) nous avons vu 
que l’espace de Hilbert de variables aléatoires H(T) engendré 
par les valeurs du processusstationnaire € (£), & € T, de mesure spec- 
trale F (d, À), est isométrique à l’espace des fonctions Z- (F), enve- 
loppe linéaire fermée des fonctions eft de À € [—n, x] pour # 
discret et de À € (— oo, co) pour t continu. Ceci permet d'étudier 
les processus stationnaires par des méthodes analytiques. A cet 
effet il:y a lieu tout d’abord d'étudier plus en détail la structure 
analytique des espaces L+r (F), ce que nous allons faire dans ce cha- 
pitre en nous limitant au cas où 7 est un intervalle ou une demi- 
droite. | 

‘Ilest évident que l’on peut se limiter à l'intervalle T = [-—"+, +} 
ou T = [0, +] ou aux demi-droites T — (— co, 0], T = [0, co), car 
tout autre intervalle ou demi-droite Tr; s'obtiennent par déplacement 
de 7 d’une certaine valeur réelle t et l’espace Lr, (F) correspondant 
s'obtient à partir de Lr (F) en introduisant le facteur eff, 

Pour que le lecteur puisse se faire une idée des résultats qu'il y a 
lieu d’attendre ici nous allons supposer que Ë (f) est un processus 
stationnaire à temps discret et de densité spectrale f (4) — 1. Il est 
clair que Lr (F) se compose dans ce cas de polynômes trigonométri- 
ques P (eñù) — ce (t) et si T est un intervalle fini et coïncide en 

{ET 


fait avec l’ once de Hardy &£? dans le cercle (ou à à l'extérieur du 
cercle), si Test une demi-droite, plus exactement si L, (F) se com- 
pose de fonctions œ@ (à) de carré intégrable, pouvant être décomposées 
en série de Fourier mx lé 


p (à) — Sete pour T=(— 00, 0] 


(où p (à) — Ÿe (t) et pour T' = [0, œ)). 


Voyons les propriétés dont est doué l’espace Lr (F) si f (À) -£ 1 dans 
le cas où le temps est continu. 
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Il est bon de noter tout d’abord que si les mesures spectrales 
F (d}) .et G (d}) sont liées par l'inégalité 


F (dh) > G (dà) 
(F (4h) majore G (dh)), les espaces hilbertiens correspondants Ly (F) 
et Lr (G) satisfont à l’inclusion 
Lr (F) € Lr (G). 
Cette propriété évidente est la conséquence du fait qu’une suite fon- 
damentale quelconque de fonctions de la forme ®, (À) — 2 Cyne nn, 


n — 1, 2, , dans l’espace L,- (F), convergeant vers 1 fonction 
œ (À) É L: (Fr), est également fondamentale dans l’espace Lr (G): 


11m — Palle < ÜPm — Pnlle — 0 


pour m, n —+ c, la fonction limite 4 (à) € Lr (G) coïncidant pres- 
que partout par rapport à G& {dÀ) avec la fonction limite mentionnée 
plus haut. Par conséquent les fonctions œ (À) et 1 (À) coïncident en 
tant qu'éléments de l’espace hilbertien Lr(G), c'est-à-dire 
p (À) € Lr (G). 
Il s'ensuit immédiatement que dans le cas d'une densité spectrale 
J() = F (dk)/d\ du type *) 
fx 1 (2.1.1) 
{pour un temps ft. discret), tout comme pour f () = — À l'espace 
Lio, 1 (F) est constitué de tous les polynômes | 


P (ei?) — => c(theirt 


à coefficients ct), OL T, réels et les espaces L(_00, 97 (F): 
(Lio, co) (F)) sont formés . fonctions de carré intégrable, pou- 
vant s’écrire sous la forme de séries de Fourier 

0 


pleñ)= À c(t)eit (op (ei) — > c(t) eiñt), 


et coïncidant avec les valeurs limites (pour 7 — 1) des fonctions 
analytiques p (z) dans le cercle | z | << 1 (à l'extérieur du cercle) de 
la classe de Hardy 4? mentionnée ci- -dessus 


@ (ea) = lim q (2), z = reix, 
oc ri 
Dans le cas d’un temps continu f la condition (2.1.1) se trouve 
remplacée par 
fx A +M), (2.1.2) 
où # est un nombre naturel. 


à Peppooe que pour les variables & et B la relation & 7 P signifie que 
0e AR ce << 00. 
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Pour nr — 0 l’espace Lio  (F) défini au $ 6 du chapitre I se 
compose évidemment des fonctions œ (À) de carré intégrable et admet- 
tant une représentation par une intégrale de Fourier de la forme 

: | 


p (À) — ( eilte (t) dt, d’une manière analogue les espaces L,_s, 0] (F) 


0 | 
(Lio, «)(F)} se composent de fonctions de la forme (à) - 
: à 


= | etc (+) dt (o (à) — | etc (+) d (t)). 

En ne faisant appel qu'à des notions élémentaires on peut mon- 
trer que sous la condition (2.1.2) l’espace Lro, x (F) coïncide avec la 
classe des fonctions du type 


EUR) = P(ià)+ (+ ia)" À eiïte (t) dt, (2.1.3) 
0 


où Pik) est un polynôme de degré au plus n—1 (à coefficients 
réels), et c(t) une fonction (réelle) de carré intégrable. 
En effet, l’espace Lio, 1 (F) contient toutes les fonctions œ (À) — 
—(iA)teis, k—1,...,n—1, qui sont des limites de la forme 
| eiMs-+h) . eihS 
CA) = Lim GA ——— , 
R—0 


n—1 
de sorte que tout polynôme P{iñ)— D c;(ià)* appartient à 
| 0 


Lro, 4 (F). Les fonctions (A) =(1+iA)"-1(et#ins 1), O<Ls<T, 
appartenant également à L{o, +1 (F) peuvent s’écrire comme 


p(A)= (Lin À ete, (b dt, 
0 


et pour OLIS, 
0 pour s<i<17. 


Cs = 


I} est facile de voir que l’enveloppe linéaire fermée des fonctions 
p (À) = (1 + AT (ÉHMe 1), OLs<LT, et (A) = (à), 
Ok <n—1, donne tout l’espace Lio, 4 (F) (étant par défini- 
tion l'enveloppe linéaire fermée des fonctions ef, 0 <s<Tt), 
cär à partir des fonctions œ@ (À) on peut, par intégrations succesSivès, 
passer aux fonctions œ (À) — eïk': par exemple | 

t 

| A+ Apt ei de = (1 + APT 2 (eUHNÉ — 1), etc. 


0 
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ne 


Il est également évident que l'enveloppe linéaire des fonctions en. 
escalier c, (£) de la forme mentionnée, où le paramètre s parcourt le 
segment [0, t], est dense partout dans l'espace hilbertien Z? [0, x] 
des fonctions € (t), 0 < t  r, de carré intégrable. De plus, pour les 
fonctions p’ (A) et æ” (à) de la forme 
+ 
p(A)=({+i)" | ee (1) dé, 


0 


où c(t) est la combinaison linéaire des fonctions en escalier c, (é), 
on à en vertu de l'égalité de Parseval 
CADET ACIER ET AOET AUS IOLLE 

T 


K | 19 @)— (PILE PA 2x | je’ (D—<" (Par. 
es 0 


Il est évident que l’enveloppe linéaire fermée de toutes les fonctions 
(À) de la forme mentionnée coïncide avec la classe de fonctions 
représentées par les formules 

T 

E(à)=(1+iù)" ( cite (t) di, 

Û 
où cft)E L£?'[0, vx]. En y ajoutant toutes les fonctions œ (À) — 
— (Gi), Ok n— 1, on obtient de toute évidence l'espace 
Le +] (F). 

La formule (2.1.3) permet de donner une description figurative 
des éléments de l’espace H (Di pour 7 = [0, x], enveloppe linéaire 
fermée des valeurs & (£),0 St & 7. Si D(dÀ) est une mesure spectra- 
le stochastique du processus _ stationnaire E (t), toute grandeur 


n € H(T) peut être représentée par l'intégrale n — | p (4) D (dà) 
(voir chapitre I, $ 6), où o (4) € Lr (F), et comme il est facile de 
le voir 

n— 1 | LA | 

= 2 Last @+bet (+ [5% Gate], 

hk=—0 
où a, et b, sont des coefficients réels, c: (t) des fonctions de carré 
intégrable, et E‘(1) les dérivées existantes du processus, k — 
= Vi rss m1: 


Notons que si la densité spectrale f (À) ne satisfait qu’à la con- 


dition 
QG) >c(t +), 
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l'espace correspondant Zrto, x] (F) fait partie de l'espace L}r (G) 
caractérisé par la densité spectrale g (À) — c (1 + À?) ", alors 
toute . fonction œ (k) € Lro,  (F) peut être représentée par la for- 
mule (2.1.3). Il faut noter également que cette formule pour tous 
les À complexes donne une fonction analytique entière. Ultérieure- 
ment (voir $ 4, chapitre ITI) nous montrerons que l’espace Lio, +1 (F} 
peut être identifié À une classe de fonctions du type (2.1.3) non seule- 
ment sous la condition (2. 1. 2) mais également pour une condition 
plus faible, à savoir 


FO) KA HAT, À — oo 


(c'est-à-dire f (À) < (1 + À?)* seulement pour des À suffisamment 
orands}). Sous Ia condition (2.1.2) on peut facilement, à partir de la 
représentation (2.1.3), trouver la formule générale pour les fonctions 

(À) des espaces ee 0, 0 (F) et Lio, x) (F). Plus précisément, toute 
Fetion EL 0. œ) (#) est la limite d’une certaine suite de 
fonctions œ (À) € Lo, (PF), Tr — co, représentables sous la forme 


où A) = PA (A) ++" | dos (D) dt, k=—1,2, ..., 


0 


où la suite cx (ft), k — 1, 2, ..., est fondamentale dans l’espace 
hilbertien Z? (0, æ) des fonctions de carré intégrable et dans cet 
espace converge vers une certaine fonction c (t), 0 & t & oo. Il est 
évident que la fonction limite œ (À) — x (À) peut être repré- 


sentée sous la forme 


o(A)= P()+ (A+ ia)" À ete (4 d (6), 
0 


où P (iÀ) — lim P, (ik) est un polynôme de degré non supérieur 
à n — 1. Il est également évident que chacune de ces fonctions, où 
c(t) E &? (0, co), fait partie de l’espace Lio, x) (F). 

D'une manière analogue l’espace L(_s, 01 (F) s'identifie à la 
classe des fonctions données par la formule 


(y 


pU=PGMN+(A+i" | ete (r d(). 


—00 


Nous allons étudier plus loin la structure des espaces Lr (F), 
lorsque la densité. spectrale jf (à) ne satisfait pas obligatoirement à 
la condition (2.1.2), mais décroît tout de même à l'infini (et s'an- 
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nule également pour des À finis) « pas trop rapidement », plus pré- 
cisément quand 
| T 
{ln f (A) dà > — co 
7 
pour un temps discret £ et 


lo ÿ (À 
î TRE RTS 


— 00 


pour un temps continu {. En conservant les désignations adoptées 
passons aux espaces Complexes H (T) et Lr (F). 

2. Fonctions analytiques dans le cercle. Soit G?, 1 < p < oo, 
la classe des fonctions analytiques o (2) dans le Le unité É ARE | 
pour lesquelles 


lim | | p (reih) [P dA <C'o0, z = reîik. 
T 


T1 x 


Si pe S£?, pour presque tous les ÀE[— 7x, x] il existe les valeurs 
limites (e)—limoe(re) et 
T1 


LA TH 
lin j | p (reià) [P dA = À | @ (eix) /P dA. 
—n 


L'espace S£? est un espace de Banach de norme ||p{||” = 
T 
1 | 
= | | p (eià) [P dh) 7, On peut l'identifier à un sous-espace fermé 


— 1 
(dans l’espace donné*) ÆZP(—n,n)) de toutes les fonctions 
pet) EL? (— 1, x) pour lesquelles 


TH 
[ (eth) eirx 4h := 0, A—=1:2;::; 
7 
Nous désignerons également par #9? ce sous-espace formé par les 


valeurs limites des fonctions décrites ci-dessus et analytiques dans 
le cercle. 


+) L'espace LP (a, b) se compose des fonctions œ(À) sur le segment 
° 1 / 
a<A<b, pour lesquelles || olr=( | | p ()1P aa ) P a 


a 


AG STRUCTURE DES ESPACES H(T) ET L, CEE IGH, T1 


La fonction œ (2) analytique à l’intérieur du cercle | z | << À est 
appelée fonction extérieure si elle peut être représentée sous la forme 


T 
1 4 
@(z)—aexp He Inp(h)d}, [al = 1, 
7 | 


où la fonction réelle p (À) est non négative et In p € £Z1(-—x, x). 
La fonction œ (z) analytique à l’intérieur du cercle est dite inté- 
A si |p(z) | Li et | (ei?) | — Î pour presque tous les 
À EI— 7x, nl. 
On appelle produit de Blaschke une fonction analytique B (2) 
de la forme 


B(j=ar [If], la=t 


= 2 


OÙ P, Pi Pa, . . . Sont des nombres entiers non négatifs, 0 < | a, | 
<Z 1, et le produit [I |æ, |”? est convergent. 


Théorème (|10], pages 98-99). La fonction intérieure @ (2) 
admet une seule représentation sous la forme d'un produit 


pUG)= B(2)exp { — EE Eu}, 


où B (z) est la fonction de Blaschke, et n (dk) une mesure singulière. 
Ce résultat permet facilement de montrer (voir [10], page 123) 
que toute famille non vide de fonctions intérieures possède le plus 
grand commun diviseur (intérieur). | 
Désignons par D la classe, introduite par V. Smirnov (voir [20]), 
des fonctions analytiques p (z) dans le cercle | z | << 1 admettant la 
représentation suivante: 


vO=B(ep{— | TE p(d)} x 


IT  .. 
4 1À 
X Exp {> À ue In p(1)dà.} | (2.1.4) 
—T 


où B(z2) est le produit de Blaschke, u (dÀ) une mesure singulière et 
p À) > 0, In p € Fl(-n, x). Ainsi, la classe D se compose de fonc- 
tions (z) représentables sous la forme d'un produit d’une fonc- 
tion intérieure (partie intérieure de @) et d’une fonction extérieure 
(partie extérieure de p). 

Pour chaque fonction @ {z) de la classe D on a, pour presque tous 
les À, des valeurs limites @œ (ef) — lim œ (ref), satisfaisant à la 

T1 
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condition |  (eà) | — p (à), où p (4) est la fonction figurant dans 
la représentation (2.1.4) de œ (2). 


Théorème ([10], page 80). Toute fonction € SL! est le 
produit de deux fonctions de G6?. 


Théorème ([0|], page 81). Pour f)—>0etfEL£'ona 
f— |, pe SL?, si et seulement si nfEZ£1! 
À cet effet il y a lieu de noter que l’on peut écrire 


IT 
{ eh z 
TEE TT) 

Théorème de Beurling (OI, page 145). Les fonc- 
tions {z'@}, n —0, 1, ..., engendrent toute la classe GE? pour 
p € SE? si et seulement si @ est une fonction extérieure, 

Soit  {z) une fonction analytique dans le cercle. Dans ce cas la 
fonction œ (1/z) est analytique à l'extérieur du cercle. En faisant 
correspondre, comme indiqué ci-dessus, à chaque fonction analyti- 
que à l’intérieur du cercle une fonction analytique à l'extérieur du 
cercle, on obtient les classes de fonctions D et SÆ?P analytiques à 
l'extérieur du cercle. Pour distinguer ces classes les unes des autres, 
nous adoptons la désignation D*, SÆF+ pour les classes à l'intérieur 
du cercle et D, GE? à l'extérieur. 

3. Fonctions analytiques dans le demi-plan. Désignons par 
Se, D les classes de fonctions analytiques dans le demi-plan supé- 
rieur, images des classes G£?, D dans le cercle lors d’une applica- 
tion conforme du cercle.sur le demi-plan supérieur. 

Désignons par S£? la classe des fonctions @ (z) analytiques dans 
le demi-plan supérieur pour lesquelles 


00 


| [p(r+iy)F dx KM <o, y20, 
— 8 
où M est une constante qui ne dépend pas de y ([10], [15]). 
La fonction @ € D est dite extérieure si elle admet la représen- 
tation suivante : | 


où 


: 1 ( + np) 
p @&)=exp {+ | Az 1FU ah}. 
où p (À) est une fonction réelle, p (4) >0, et e + @ E L(— 00, cœ). 


Pour des fonctions extérieures l'inégalité pour l'intégrale de Poisson 


y Mhlpt | 
LION RS à, 2=x+iy, y>0, 


devient une égalité. 
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La fonction ED est dite intérieure si [@(2)[<1, [pt#1|=1 
(2=i+iu, u>0). 

Les fonctions de la classe D admettent les représentations de 
la forme (2.1.4): 


(9 (2) — e22B (z) exp { — ï HE ie pi (2) } X 


1 Ê 1—%s InpU 
x exp {+ | ++ Az TA da}, 


.— 00 


où * est un nombre réel, B (z) la fonction de Blaschke, nn (dÀ) une 


mesure singulière finie et P (À) > 0, ii E LY(— ©, oo). 


D'une manière analogue, sont étendues aux classes D et G£? dans 
le demi-plan supérieur les autres assertions faites précédemment. En 
particulier, on a le théorème suivant. 


Théorème de Lax (101). Pour que les fonctions 
{ep (À), i > 0} engendrent tous les GE? pour @ € 6? il faut et il 
suffit que soit une fonction extérieure. 

Nous utiliserons souvent dans la suite la propriété suivante des 
espaces Y£?. 

Théorème de Paley-Wiener ([10}, page 187). La 
fonction ç appartient à dE? (dans le demi-plan supérieur) si et seule- 
ment si | 

@ (z) — | e#tc(t)dt, Imz>0, 
0 
où c{ (2) € £° (0, co). 

_ Pour éviter toute confusion quand à côté des classes D, £? dans 
le demi-plan supérieur on considère les classes D, €? du demi- 
plan inférieur, on adoptera la désignation D*, gEr+ pour les 
premières et D, 7 pour les secondes. Notons que 


L?(— 0, 00) = HE D SET. 


$ 2. Espaces L*' (F) et L_(F) 


Soit € (t) un processus aléatoire stationnaire (dans le sens géné- 
ral) de mesure spectrale # (dh). Soit F = F, + F,, où F, et.F. 
sont les composantes absolument continue et singulière de la mesu- 
re #. Posons f (4) — PE 
spectrale, même si F -£ F;. Introduisons les désignations 


L= L(F)= Lie, )(F) 
L = LL (F)= Léo, 01 (PF), et, L* = LL (FES re, (FT 


et considérons f(X) comme la densité 
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Théorème 1. Si E(t) est un processus aléatoire stationnaire 
à temps discret 1t—0, +14, ...,on a 

1) L'(F)=L"(F)=L(F.) : 

2) L'(Fa)=L (F;)=L(Fa) si et seulement si 


| [In f (A) |dà = © ; 
3) lorsque _ 


{ In f(À)|dà < oo, (2.2.1) 


(14 

f(A) peut s'écrire comme f(A)—[g(e){?, où g est une fonction 
extérieure de la classe G* dans le cercle ]z|< 1. Dans ce cas on a 
L'(F)= DO L(F)= + dB, L*(F)= DO L(Fa)= + GE. 


Théorème 2. Si E (t) est un processus aléatoire stationnaire 
à temps continu t, — oo Ci << 00, on 4 

1) LE (Fe) = LU (F<) = L (F5); 

2) Lt(F,) = LT (F,)—=L(F,) si et seulement si 


[ Lin OL 2 oo : 


1 + 2 
3) lorsque 
f lInfQ)l 
À ne Où < CO, (2.2.2) 
f (à) peut s’écrire comme f (à) = | g (À) l?, où g est maintenant une 


Des extérieure de la classe S£*? dans le demi-plan supérieur Im 3 > 0, 
z = À +iu. Danscecasona 


LT (Fa) = DT N L (Fa), L? (Fa) = D* NL (Fi). 


Les assertions 1) à.3) des deux théorèmes sont en fait équivalen- 
tes aux théorèmes fondamentaux de À. Kolmogorov et M. Krein 
de la théorie du pronostic sur les processus aléatoires stationnaires *), 
Ces assertions jouant un rôle capital pour ce qui suit, nous allons 
en donner une brève démonstration. 

Tout d’abord nous allons démontrer les points 1) à 3) du théorè- 
me 1. Soit F une mesure singulière sur le segment [—x, x|. Suppo- 
sons que LT L; il s'ensuit que et d Z,-, Désignons par (à) la 


*) Voir, par exemple, [22]. 
&æ—0191 
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projection de. l’élément e* sur le sous-espace L-. On a alors eïà — 
— p (À) 5 0 et eh — p(À) 1 ZL- de sorte que 
2 
À einh (ein — p) F (dd) = 0, n—=0,1,... 
— 1 
La mesure généralisée #, (dÀ) — (eï} — p) F (dh) vost analytique, 
c'est-à-dire que 
TT 
am, (d)=0,  n=0,1,..., 
1 
et en vertu du théorème de F. et M. Riesz ([10], page 73) cette mesure 
doit être absolument continue sur la mesure de Lebesgue. Mais 
ceci empêche que la mesüre F (dÀ) soit singulière. La contradiction 


obtenue démontre le point 1). 
| T 


Passons au point 2). Supposons que À [In f (À) | dà = © et 


TH 
qu'en dépit du théorème Z- -£ L. On a de nouveau eï* & L-, et si 
comme précédemment œæ (À) est la projection de eÿ sur L-, on a 
d Q) = eñ — p(Q) 20 et 

T 
À einMp(A)f()d\=0, n—0,1,... (2.2.3) 

—ñ 
Désignons par [|® ||? la norme dans l’espace £? (—n, x). Remar- 
quons que l’on a df € £1(—n, x). En effet, en vertu de l'inégalité 
de Bouniakovsky [4f [| & 19 Ile, (117 19)1/2 << 00. Donc à partir 


de l'égalité (2.2.3) on a ÿf € 1. Les logarithmes de chacune des 
fonctions de &£! étant sommables, on peut écrire 


T 


[inf FU) dA > — 00. 


— 1 


L'inégalité triviale In x < x entraîne 


{inf () 7 IA EI PIE, < 
À In /() AS À f (À) dà < oo. 


Les trois dernières inégalités montrent que, contrairement à l’hy- 
pothèse faite au début, on a Inf € £1. 
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La contradiction obtenue démontre la première partie du point 2}, 
la seconde partie se trouve dans les assertions du point 3) que nous 
allons démontrer tout de suite. En vertu de (2.2.1), f (À) peut s'écrire 
sous la forme suivante f(A)—lIg(e)[?, où | 

EU 


1 0 
g@=ep{s | TT — In|f(8)1d0}, 2=rei, 


est une fonction extérieure de &£?. Supposons que œ (ei) — 
= p € Lt (F) ce qui signifie qu’il existe une suite de polynômes ?, (2) 
tels que {ip — P,il»e-> 0. Mais alors on a également 


lpg—P:gl®=|]p—Palr-0 pour r— 00. 


Il est évident que P,g € #£**+. Donc pour la fonction limite on a 
d — pg € SE%+, c'est-à-dire p — W4/£g, où v, g € É£?*+. En faisant 
appel à la représentation canonique (2.1.4) des fonctions de &£?* et 
D* on voit que ® € D*. | 

Inversement, supposons que ® € D* NA L(F). On a alors y — 
— pg € SE?*t. La fonction g est extérieure et en vertu du théorème 
de Beurling (voir $ 1) la famille des fonctions {gP}, où P parcourt 
tous les polynômes, est dense dans &£?+. Ceci signifie en particulier 
que l’on peut trouver une suite de polynômes P, pour laquelle pour 
n— © On à 


jp — gaulle = [[(@ — Pa) gl = Up — Pallr + 0, 


c'est-à-dire que @ € L*(F). Le cas de L- (F) s’étudie de la même 
manière. | 

La démonstration des points 1) à 3) du théorème 2 est analogue 
à celle des points correspondants du théorème 1. En effet, en utili- 
sant l’application conforme du cercle dans le demi-plan on montre 
que le théorème généralisé de F. et M. Riesz est également vrai dans 
le cas présent (voir [20], page 209) Puis, si on a @ € &£? dans le 
demi-plan supérieur, il faut que: 


O0 


Lin tp) 
Enfin, pour démontrer le point 3) il y a lieu de se référer au théorè- 
me de Lax au lieu du théorème de Beurling. 

Remarquons que lors de la démonstration du point 3) des deux 
théorèmes on a obtenu les égalités suivantes: 

si les conditions (2.2.1) ou (2.2.2) se trouvent remplies on a 


Lt=+ Ge, L'— h de. (2.2.4) 


4* 
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$ 3. Structure des espaces L, (F) lorsque T 
est un intervalle fini 


Dans le paragraphe précédent nous avons étudié les espaces 
Lr (PF) (et donc les espaces -H (T) engendrés par les valeurs du pro- 
cessus stationnaire correspondant Ë (£), 4 € T, de densité spectrale 
F (dh}) dans le cas où T est un intervalle infini. Dans le présent para- 
graphe on étudiera le cas d’un intervalle fini T = [a, bl. 

Le cas du temps discret étant trivial — Lr (F) est constitué de 
polynômes trigonométriques de la forme | aeïlf —_ nous ne 
| a<t<b 
traiterons que des processus à temps continu. De plus nous nous 
limiterons à l'étude des processus Ë (t) dont la mesure spectrale 
F (dh) est absolument continue et la densité spectrale j (À) satisfait 

à la condition (2.2.2). 
Comme nous l'avons déjà noté, il suffit d'envisager des interval- 
les de la forme Ÿ  — [—a, a]. Posons 
L°(F)= n Lr (F) 
T=[-e, a], a>o 
et 
L'(F)= N Lr(E) 


L'espace Z° (F) se trouve déterminé par le comportement du pro- 

cessus £ (£) au voisinage immédiat du zéro; l'espace qui lui est 

isométrique À° = NH} contient en particulier toutes les dérivées 
T 

£( (0) existantes. 

Nous convenons de désigner par D, la famille des fonctions ana- 
lytiques entières œ (z), z — À + iu, de. degré fini 6, c’est-à-dire 
des fonctions entières pour lesquelles 
lim RA"1maxlin|œp(AReit)|<o 

0 


R-+00 


(en particulier, D, désigne la famille des fonctions entières de degré 
zéro). 


Théorème 3. Si la densité spectrale j (À) du processus alé- 
atoire stationnaire E (t) satisfait à la condition (2.2.2) on a *) 


L°(F) = D; N L(PF), L°(F)=DoNL(F). (23.1) 


Démonstration. il ya lieu de démontrer les deux inclu- 
sions suivantes : 


L'(FPeD.NhL(Pet L(F) >D,nNnL(r). 


*) Nous ne distinguons pas les fonctions de D, de leur restriction sur la 
droite réelle u — ©. 
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Nous démontrerons la première pour tous les o = 0 et la seconde 
seulement pour & — 0 *). 

1. Démonstration de l'inclusion L° (F) & D, fN L(F). Suppo- 
sons que æ € L° (F). Il existe des fonctions 


Pr (à) = Di ain EXP {itin À}, [Ein] 0 + 1/2, 
À 


telles que [[® — pa [Ir << 1/n, n —1,2, . . . Il est évident que toutes 


les Pr € D 5+in 
Nous allons montrer qu'en tout point du plan complexe on a 


| Pa (2) 1 Cee(+enr, (2.3.2) 


quel que soit & => 0, les constantes C’, ne dépendant que de £& (et non 
de n). 

La famille de fonctions analytiques p, uniformément bornée est 
compacte. De plus, {lp, — œllz -> 0, donc œ, (z) converge vers la 
fonction entière q (z) qui, sous la condition (2.3.2), est une fonction 
de degré fini non supérieur à ©. Il est évident que la restriction de 
@ (z) sur Im z — 0 coïncide avec @ (À). 

Il reste ainsi à démontrer l'inégalité (2.3.2). À cet effet nous 
allons estimer | æ, (z) | sur les bissectrices des angles de coordonnées 
et utiliser le principe de Phragmén-Lindelôf **). 

Estimons tout d’abord |, (2) | pour [u | > 1. 

Notons qu'en vertu de (2.2.2) f (À) = | g (À) l?, où g (2) est une 
fonction extérieure de la classe &4£?. Introduisons les fonctions 


Yn G) = png exp {iz(o + 6)}, 0 < <. De toute évidence on à 
Un € SL? et, par conséquent, pour tous les > 0 


js 


La A+ iu) Pau | bn (A) Fdà = 


= (lolr++) <UIolke+1)=C. (23.3) 


*) La démonstration du cas général (o = 0) bien que reprenant les raison- 
nements analogues est beaucoup plus compliquée; le lecteur intéressé peut se 
référer à l’article de N. Levinson et H P.McKean, Jr., Weighted 
trigonometrical approximation on R! with application to the germ field of a stationa- 
ry gaussian noise, Acta Math. 112, n° 1-2 (1964), 99-143. Un résultat plus fort 
a été obtenu par M. Krein qui a donné une représentation intégrale des 
fonctions entières de L (F) (voir l’article « Sur le problème fondamental d'appro- 
zimation de la théorie de l’extrapolation des processus aléatoires stationnaires », 
en russe. Doklady Akademii Nauk SSSR 94 (1954), 13-16). 

Les autres résultats de ce paragraphe sont également empruntés à l'article 
cité de Levinson et McKean, leur démonstration ayant été quelque peu changée. 

**) Voir, par exemple, [18 
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Ensuite, la fonction g € 4? admet la représentation suivante en 
vertu du théorème de Paley-Wiener 


eue (ea, 2-14, p>0 
( 


où £ (u) est la transformée de Fourier de la fonction g (à). Donc pour 
tous les y => Oona 


ee+aie(|1écpau) (Tea) Ge (2.3.4) 
0 (0 


Désignons par l'A le contour formé par le segment de droite 
[A | AR, nu = 1/2 et l'arc sous-tendu de cercle de rayon R de 
centre au point z — i/2, Re z => 1/2. En vertu du théorème de Cau- 
chy, si Re 3 > 1/2 et le rayon R est suffisamment grand, on a 


1 n 
Ùn (2) = 5 | ie dz. 


Il est facile de démontrer à partir de la relation (2.3.4) que l’inté- 
grale sur la demi-circonférence l'; de = tend vers zéro pour 


R — co. Par conséquent, quel que soit u > 1, en vertu des iné- 
galités (2.3.3), on a : 


ce Ÿn ++ 
[be A+ in) | <E j Al ae 
<a (finite fe) "-e es2 


Puis, en écrivant In{g(z)| sous la forme d'une intégrale de 
Poisson (g étant une fonction extérieure, voir $ 1}, soit 


m|g()l=E J PEU qu, zh +, 


(u—1)2 +2 
: 0 x 
on trouve que siz= Re ,0—=7, T°, pour À —+ © on a 
In|g(z)! 


+0. (2.3.6) 
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En effet, pour 7 > 0 donné ét z— Reï° 


s Î OL ao (1) -0(4)-+0. 


J, GAP EH R 
On a de plus 
LR _Inlg(u)1 7 Dita 1 Jbf(u)l 
F | @—2)2+ nu? ue 27y À 1+u? sb 
__ hH  R241 Unf(@)l 


Les deux dernières formules démontrent (2.3.6). 

En vertu de (2.3.6) pour & => 0 quelconque et z — Reï® (0 — n/4, 
8/4; R > 1) on a l'inégalité | g (z) | Z Ce tl7l, où la constante 
C; peut dépendre de &. Compte tenu de (2.3.5) on aura sur les rayons 
z — Re (6 — 5/4, 8x/4; R > 1) l'estimation suivante: 

| Pa (2) 1 Ce rer el, (2.3.7) 
D'une manière analogue, en introduisant la fonction Yn (2) = 
= Pn£ Png Exp { —iz (5 +6)}, où pour z du demi-plan inférieur £g (7) — 
= £g(z2)ES£?", on obtient sur les rayons z— Reï9, 0—51/4, 7x/4, 
R>1, l'estimation suivante: 

| Pr (2) [> Cse(o+e-+6)ml, (2.3.8) 

Nous allons passermaint enant à l'estimation de | w, (2) | sur les 
segments de bissectrices se trouvant à l'intérieur du cercle | z | & 
< 4. Comme d'habitude, on a infa—inasia=1et in*a—0 
si a < 1. En estimant la fonction subharmonique In | g, (2) | à 
l’aide d’une D de Poisson on aura sur les droites | Im z | = 1 


1 
In | On (2) <— î PE Son: dus 


2441 À Intlqn@)l , 142 À Int|qn(u)] 
Cr SUP GET mit Rs — Î +1 du 


00 Int 1 On @ | C4 (u) 
__|g(u)] 
2 1+u2 


-— 00 


du 


1 1242 (f La Len (0) EN +i Une qu) < 


— ©œ 


Co (+2) (| En Île + [ LOL qu) <C: (2242). 
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Ainsi, la fonction e-C7*®,(z), analytique dans la bande [Im < 
< 1, est bornée dans cette bande et sur ses bornes satisfait à l'iné- 
galité | e-C72@p, (2) | Ca, où Ca ne dépend pas de nr. En vertu du 
principe de Phragmén-Lindelôf la dernière inégalité se trouve véri- 
fiée en tous les points de la bande mentionnée. En particulier, toutes 
les fonctions , (z) sont uniformément bornées dans le cercle |z | << 
& 1. D'où et en vertu de (2.3.7), (2.8.8) on obtient (2.3.2) qui, com- 
me nous l’avons déjà signalé, démontre la première partie du théo- 
rème. | 

2. Démonstration de l'inclusion 2° (F) = D, M} L (F). Suppo- 
sons que p (4) E Do NL (F). La formule d'Adamar *} permet de 
représenter la fonction (À) qui est entière de degré nul comme le 
produit 


p(z)=2"e I] (1-2) em, G+ <T 0, (2.3.9) 
1 


où z, :£ 0 sont les zéros de @ (z). La fonction œ (z) peut s’écrire 
également comme {a somme , (2) + m2 (2), où qi (2) — 
= lp (2) + p (—z2)] et 2 (2) — lp (z) — p {—z}] sont respecti- 
vement des fonctions paire et impaire. Tout comme précédemment 
on à M1, P2 € Do NL (F). I suffit donc de démontrer le théorème 
pour des fonctions paires et impaires. La démonstration étant ana- 
logue dans les deux cas, nous envisagerons le cas des fonctions paires. 

Il y à lieu de démontrer que quel que soit e => 0 on peut trouver 
une fonction p, € L° (F) telle que |[g — @. Ir < €. 

Notons tout d’abord que toute fonction œ (à) entière de degré 
fini <e de carré sommable appartient à L° (F). En effet, chacune 
de ces fonctions appartient à Z (F} et en vertu du théorème de Paley- 
Wiener **) sur les fonctions entières de Z° [a transformée de Fourier 
® de æ est nulle à l'extérieur de [—e, el de sorte que 

6 
pA= | eg (u) du 
—8 
et, évidemment, p € L° (F). 

Ainsi il suffit de construire une fonction entière de degré <e de 
carré sommable donnant une bonne approximation de œæ. Notons 
que pour une fonction œ@ paire, la factorisation d’Adamar (2.3.9) 
sera 


ñn 
pA)=X2 II (1—-À) , m>0. 
1 


*) Voir, par exemple, [18], page 525. 
**) Voir, par exemple, [10], page 82. 
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Nous allons définir la fonction œ.(À) par l'égalité 
}2 1202 
Pe (à) = 7 Il (1—<.) Il (1 n2 É 
lznl<d n>d8 
où Ô — = et le nombre d — d (e) sera précisé ultérieurement. 


Montrons que œ. est une fonction entière de carré sommable de 
degré <e (donc m. € L?(F)). La formule d'Euler 


snake nt (1— #2) 
1 


permet d'écrire @. sous la forme 


IL (s-#) 


] ÔÀ 2n 
Pe (À) = is DE à (2.3.10) 
al (1 na ) 
n<dÔ 


de sorte que w, (À) est une fonction entière de degré xô — &. Esti- 
mons maintenant le rapport des polynômes du second membre de 
(2.3.10) pour des À grands. Introduisons la fonction W, (R) monotone 
non décroissante égale au nombre de racines de la fonction œ ({z) 
dans le cercle | z | R. La fonction NW, (R) est étroitement liée à 
la croissance de la fonction o (z). En particulier, pour une fonction 
de degré zéro, on a N, (R) = 0 (R), R — © *). Par conséquent, le 
degré du polynôme dans le numérateur de l'expression (2.3.10) est 
o(d), alors que celui du dénominateur est 2 dô et p, € Ze (— 0, co) 
pour des d suffisamment grands. 

Il ne nous reste plus qu’à estimer || p. — p{|r. À cet effet nous 
allons démontrer le lemme suivant caractérisant le rapprochement 
de œ, et de œ. 


Lemme 1. Pour £&8>0, À << © donnés on peut trouver un 
nombre d, tel que pour tous les d > do on ait les inégalités suivantes : 


A 
| e — 1/2 
max | @ (A) — 9e < (| 10) : 
—A (2.3.41) 
max Len 1, max |[®(A)|<1. 
ac L  * > + 


La première des inégalités (2.3.11) est évidente, Pour démontrer 
la seconde servons-nous de l'inégalité élémentaire 


eFei—rge,  Ogr<—, 


*) Voir [18], page 521. 
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et écrivons 


If-%) H-*+ 


| <e = n>db nn 
op 2e A2 A2 ne 
1 ——— fan 
Dh) H(-xr) | 
l2nl>d nee 
À . 
_ 1252 2 | 8. 
<exp { — 16 2 Æexp{2 D pr): (@342) 
nz 
Pour estimer le premier ee dans (2.3.12) notons que 
1 dx 1 
À | 2 dti : 
n>dù dô-+1 
Pour estimer > RE nous allons de nouveau faire appel à la 
LE 


\zn|>d 
fonction W, (À) de répartition des zéros. Se souvenant que NV, (R)— 
—0(AR), on obtient 


4 ( ANo(R) No (à) t Mo) 
2 me] RE +2 | FERLALES 
Iznl>d d d 
p(A) ( aR 2. No(Ë) _56 
Cup r | Ram Fr Cu 


si d est choisi suffisamment grand. En substituant les estimations 
obtenues dans (2.3.12) on obtient 


Pe À) a {82 8 \\ _ 
gx, |  (Q) di di : (5 )}=1 
pour d>1/0. La seconde des inégalités (2.3.11) se trouve ainsi 
démontrée. 
Passons à la démonstration de la dernière inégalité du lemme. 
On a maintenant |À|Z>d/2. L'estimation du second facteur dans 
l'expression L | donne 


In | (IL | 1—— 
znl<d lzn!<d 
d 


4. 
0 
2 4 272 No (R) 
=Mdm(1+5)+ (pr G—dR< 
Ô 


si > In 1 = 


7 8 


far mel (i+% 5) No (R)= 
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d 
<2N (din l+2 (| ” 
0 
—o (din d)-+0{din 1? 0). (2.3.13) 


Pour estimer le dernier dE de la formule de œ, nous allons 
envisager séparément les cas F<|A|<d et [A[> d. Si A&wona 


te -)<exp {— — }26? 2% }<exp { — __—. ce, 


IT ( 


n > dû 


si seulement dô>1. Quand [A] > d on utilise de nouveau le déve- 
loppement d'Euler pour obtenir 


II | i— es sin HA 
_ | 
n<dë 


242 2862 
ne | _ alors compte tenu de la 


dé 
Pour Se on aura 1 Si ? 


formule de Stirling pour #2! on trouve 


I |‘— 1e le exp { — —_ d8V Zn? Da 
n> dd 
+ dô V2 In -Ÿ- 75) = 28 2 {- .d6V21ntit 


En comparant les estimations . avec (2.3.13) on voit que 
si d est suffisamment grand et | À | > d/2, on a | , (à) | & 1. Le 
lemme est démontré. 

Ce lemme permet immédiatement d'obtenir l'estimation de 
I @ — p.llr. Compte tenu de (2.3.11) on obtient 


À 
loire | 100) UE SG) + 
— A 
+5 | lp@fFsma+2 | joa<e, 
AIZA k|>d/2 


si seulement À et d sont suffisamment grands. Le théorème 3 se 
trouve ainsi démontré. 
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$ 4. Projection de ZL*(F) sur L- (F) 


L'importance du rôle joué dans la théorie du pronostic par les 
projections des espaces Lr (F), T = la, oo), a > 0, sur l’espace 
L- (F) est bien connue *}). Ces projections apparaissent lors de l’étu- 
de de différentes conditions de régularité des processus aléatoires 
(voir chapitre IV). Nous allons démontrer ici un certain nombre de 
théorèmes concernant la structure de l’espace L*!- (FÆ), projection 
de ZL* (F) sur L= (F1. 

En vertu des théorèmes 1, 2, il suffit d'envisager des processus 
aléatoires dont la densité spectrale f (A) satisfait à la condition 
(2.2.1) (pour les processus à temps discret) ou (2.2.2) (pour les pro- 
cessus à temps continu). Notons que dans ce cas la densité spectrale 
peut être factorisée : 


fQ)=|g(e%) Pr = g(e%)-g (6%) 
(le temps ft étant discret), où g (z) est une fonction de la classe 
dE?+, |z2]<1, et 8 =8(=) , 12151, une fonction de la classe 


3 
&£*?-. D'une manière analogue, pour les processus à temps continu 
on obtient 


fH=leQP=Ee(e (0, 
ge get, Imz>0; g(z)=g(), Imz<0, ges. 
Les inclusions suivantes 
L-(F)= LT (PF >=L (PAL (F) =D (F). (2.4.1) 


sont évidentes. 

Nous nous proposons ici de trouver les conditions pour lesquelles 
les inclusions mentionnées deviennent des égalités. 

Nous-allons commencer par la description de la forme analyti- 
que des opérateurs S- (noté aussi #) et + projetant Lr (F) sur 
L=(F) et L*(F) respectivement. Nous désignons par n° (x) et n* 
les opérateurs de projection dans Z? (-— , oc) (Z? (—x, n)) sur 
FL?" et FL?" respectivement. On définit ces opérateurs comme suit : 
soient p € Z? (— oo, æ) et 

o ()= |. élu (u) du, où PEL?(— 00, oo), 


on a alors 


0 00 
ro)= | ég(u)du, ntp()= | eve (u) du. 
— 00 0 


+) Voir, par exemple, [22]. 
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D'une manière analogue si pEZ£2(—n, n}), (A) = D eilia, avec 
dla; Ë< oo, on a 
f\ (ee) 
n'p= dela, ntp= > eilia.. 
— 0 0 
Lemme 2. Les relations suivantes se trouvent vérifiées 
Prp)=g tre), Si g'intg. 
Démonstration. Nous allons nous limiter au cas de 
#- — S, Supposons également que le temps est continu (le cas du 


temps discret se démontre d’une manière analogue). Il y a lieu de 
démontrer que 


Pr=S, PP, PL(F)=L(F), PL(F)=L" (Fr). 
Les deux premières égalités signifient que & est un projec- 


teur“), les deux autres que % est le projecteur sur Z7(F). 
Comme x est un projecteur, on a n*=n, #*=—1n. Donc 


(PP, Pr—(n(gp), gŸ} = (gp, x (8Ÿ))2 — 
= (889, gngŸ 2 — (?; PP}r. 
L'égalité F2—S découle de toute évidence de la relation n2= 11. 
Dans le $ 2 nous avons montré que 9€ L-(F) entraîne gp € SE? 
et VE SL?" entraîne ÿg 1€ L-(F). Comme x (gp) E SL?, on a Fp— 
= g'ingpEL'(F). Si enfin EL -(F)ona 


FPp=gr(gp) = 8 "sp—p. 
Le lemme se trouve ainsi démontré. 

Théorème 4. Pour que L-(F)=£ Lt-(F) il faut et il 
suffit que 0 —gls coïncide avec Le rapport de deux fonctions intérieu- 
res; pour que LT (F) = LT (F) N L*(F) il faut et il suffit que 
0 — g/g soit une fonction intérieure. 


Démonstration. La démonstration étant analogue pour 
les processus à temps discret et pour ceux à temps continu, nous allons 
donner la démonstration de la première partie pour un temps dis- 
cret et de la seconde pour un temps continu. 

Supposons que 8 = s1 (eià)/s, (eik), où s1 (z), 52 (z) sont des fonc- 
tions intérieures, de sorte que | 51 (ef) | — | s3 (eh) | = 1. Nous 
allons supposer que s, (0) — 52 (0) — 0; dans le cas contraire il serait 
possible sans changer 0 de remplacer s1, s, par zs,, 2. Considérons 


la fonction q—g'(sg) et montrons que pE€L-(F) mais 
*) Voir, par exemple, [2], page 111. 
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p L L*T(F) (de toute évidence = 0), de sorte que L- -£ L*-. 
Il est clair que sg € S£?-, donc ® € L-. On peut finalement écrire p 
sous la forme suivante: 


et comme 5:(0)—0, pg£e-\lf@?, Soit maintenant Ÿ un élément 
arbitraire de L*(F). On a 


(p, Pb)r=(p8, n(gb)}= (n (pe), gba (PE, £bha= (pe, Ve) = 0, 


car pgEe AGE, € H**. 

Inversement, supposons que Z-=£ L*- et que pE L- mais 
@ L Z#-. Ecrivons la fonction q sous la forme œ/g, qu € S£°*. La 
fonction q\ € S£? peut s'’écrire sous la forme d’un produit m; = 60:y1, 
où 6, est une fonction intérieure, et y, € #Z? une fonction extérieure 
(voir $ 1). Remarquons maintenant que la fonction œg est orthogo- 
nale à &#?+ dans £? (— 7x, x). En effet, si 4 € Z£2*+, on a 


(pg; Ÿ)2 = (eg, g. b), — (7 _ y) = 


= ( REP eleb), ) =<se, À),= € gi), —0, 


de sorte que Lez (F). Donc pgEd£*".et par conséquent qg= 


— 6,-y>, où 0, Y2 sont respectivement des fonctions intérieure et 
extérieure. Ainsi 


7 


pe= ip E 6,y: = 02. 
£g g 


Comme |6,[—|8:1=1 (0: & étant intérieures) on a |y1[=|#2]. 
Les fonctions extérieures Y1(z), Y2(z) qui sont de même module 
sur |z|=4 sont égales entre elles, de sorte que 


La première partie du théorème se trouve donc démontrée. 

Passons maintenant à la démonstration de la seconde partie. 
Remarquons d’abord qu'en vertu des hypothèses faites précédemment, 
L-(F) Æ L(F) et donc L-(F) ÆLT(F) fN L*(F). C'est pourquoi 
en vertu de ce qui a été démontré ci-dessus, lorsque l’on étudie les 
conditions pour lesquelles on a l'égalité L- N L+ = L*-, on peut 
poser 0 = 5 , où 6,, 6, sont des fonctions intérieures sans diviseur 
commun. 
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La démonstration est basée sur l'égalité suivante: 
L-(P=L-(PN A (P), (2.4.2) 


entraînant immédiatement ZL*- = L-f\£L* si et seulement si 
0, = 1, c'est-à-dire quand 0 = 0,/0; = 0, est une fonction inté- 
rieure. 

Pour démontrer (2.4.2) nous allons envisager le complément 
orthogonal M de l'espace L*- jusqu’à L- et montrer que 


M=L-NÉL- == du IE 2 (2.4.3) 


En effet, écrivons l'élément arbitraire @ € M € L- sous la forme 
P — P1/8; où m1 E S?. Si op est orthogonal à L+t- = FL+— 


——, 
— 


L 
_£ 
T Le. Mais comme ng4 — 1, Ceci signifie que P: est orthogonal 
à + SE?+, et Ep, = vp:£ orthogonal à #?*+ entier. Par conséquent, 
pe € SE?-, ce qui équivaut à (2.4.3). 

Représentons la fonction y, (appartenant selon l'égalité (2.4.3) 
tant à ?- qu'à 0 $£?") comme un produit de facteurs intérieur et 
extérieur. On a 


n À +, 1 est orthogonal dans Z? (-- ©, oo) à l'espace 


— = = 6 = — 
Pi — Va0s = 5 Vide 


où y; sont les facteurs extérieurs et 6; intérieurs. Il est évident 
que Ys = Ya, d'où 
0,04 — 0263, 


et comme 6, et 9, n’ont pas de facteur commun, 6, doit être un 
diviseur de 6,. Par conséquent (2.4.3) peut s’écrire comme suit: 


= Log-n 1 2 L-nE r- 
Mdr? L NL. (2.4.4) 


En utilisant maintenant la relation (2.4.4) nous allons trouver 
le complément orthogonal de M jusqu’à L” (égal par définition à 
Lt). Notons que 
EL SL =L hier =L. 
8 (2 E. g 
Par conséquent, il suffit de trouver le complément orthogonal de 
£ 


1 : s , : ; A 
20. L- jusqu'à Z (F) entier ou, ce qui revient au même, de trouver 
2 : | | 
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le complément dans £°?(— co, ) de l'espace FH jusqu’à 
£? (— ©, oc) entier. Ce dernier est évidemment Ta, il lui cor- 


respond . L+(F) dans Z (F). Ainsi se trouve démontrée l'égalité 


(2.4.2) et par le même coup le théorème. 

Demandons-nous maintenant quand on a L*-{(F) = IN(F) 
{la position même du problème suppose qu’on se place dans le cas du 
temps continu). En vertu du théorème 3, pour l'égalité mentionnée 
on a une description complète de l’espace L'*!-, 


Théorème o. Supposons que l'égalité (2.2.2) soit remplie. 
Pour que l'égalité L'\- (F) = LS (PF) soit vérifiée il faut et il suffit 
que 1/f (À) soit une fonction analytique entière de degré zéro. 


Démonstration. Soit Lt\-(F) = L°(F). Nous allons 
envisager séparément les deux cas suivants. 

4. f/A + À?) = fi E F1 (— ©, co). Introduisons une nouvelle 
mesure spectrale de densité spectrale f1. Il est évident que f, — 
— je, PF, où eg = g'(À +i) € SEP?+, Nous allons montrer que 


_ E L(F,), ce qui nous permettra de conclure que, en vertu du théo- 


rème 3, 1/g et donc 1/f — 1/gg sont des fonctions entières de degré 
ZéTO. 

(2.4.1) entraîne ZL*- (F) — L=(F) N L*(F) et le théorème 
4 permet d'affirmer que g/g — 0 est une fonction intérieure. On 


conçoit aisément que dans ce cas 6, — £t — 8 + 
81 Fi 


une fonction intérieure. Considérons la fonction  — 


est également 


0 
nar5 CE Fi) 
et cherchons sa projection sur ZL= (F:). Comme & est un projecteur 
dans L (F,) sur L- (F,),on a 


4 — { £ ) 
a = _ — x 1 — 
P A 819 FA £4 à Li 
__ 4 Ati 1 LG 1 1 
TA UITUIR 0) € 
1 ° 1 À 
5; | ein ient à S2- a 
Cat ————i | etui) Ju appartient à S£?- et nr a 


Nous avons ainsi montré que 1/58 — So € L+- (F;) — I (F;). 

2. fa & L£'(— ©, ©). Dans ce cas (voir $ 3) l’espace L° (F) et, 
par conséquent, l’espace qui lui est égal Z*'- (F) ne contiennent 
que des constantes, dim Z*- = 4. En vertu du théorème 6, qui 
const 


sera démontré plus loin, il faut que f — TR 
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La première partie du théorème se trouve donc démontrée. Nous 
allons passer à la démonstration de la seconde partie. Soit a = 
— b (À) une fonction’ entière d'espèce zéro. Montrons d’abord que 
Lt = L*FN LT, D'après le théorème 4 il suffit à cet effet de 
montrer que la fonction 0 — g/g est intérieure. 

En vertu de l’un des théorèmes de N. Achieser (voir [16], page 
567) une fonction b (À) non négative sur l'axe réel peut s’écrire sous 
la forme 


b Q) = © (À) @ (À) = | œ Q) F?, 


où w (z) ét © (z) sont des fonctions entières d'espèce zéro, & est une 
fonction extérieure dans le demi-plan supérieur où elle n’a pas de 
zéros, et & (z) — & (z) est une fonction extérieure dans le demi-plan 
inférieur. Mais alors on a g = 1/w, g — 1/@. Supposons ensuite 
que z; sont les zéros de la fonction b (2) se trouvant dans Im z < 0. 
Pour Im z > 0, g/g — @/o est une fonction analytique, de plus 


F4 


| RÉ 
[8 (= 122 I] —\<1 18411. 


6) | _|50 
g (2) 


@ () 


Ces dernières relations montrent justement que 0 est une fonction 
intérieure. 

Il ne nous reste plus qu'à montrer que chaque élément @ € L* "MN L- 
est une fonction entière d'espèce zéro. Préalablement nous allons 
montrer que œ est une fonction entière. En vertu de (2.2.4) 


p À) = © (À) k+ () = © (à) k7 (), 


où ht € SL°?*, h7 E SL? Par conséquent œ (4) est la borne commune 


des fonctions w (z) h* (z) et w (2) h- (z) analytiques dans Im z => 0 
et Im z << 0 respectivement. Nous allons montrer qu'elles peuvent 
être prolongées au-delà de la droite réelle. 

; Z 


Supposons que ®D (z) — À p (E) dé, où l'intégrale est prise sur 


0 
le segment de droite réunissant les points 0, z,  (£) étant soit 


o (£) ht (E), soit © (€) k- (£). La fonction ® est ‘analytique dans 
les demi-plans supérieur et inférieur. 
Pour la fonction À* € S**on a 


oO 


[IA +iu)Pdr À [nt (Q)Pdi=Ci< oo, u>0. (2.4.5) 


— CO 
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Donc, quel que soit a, [a|<œ, on a 
flet+iu)dr= | [o(i+in)At (+ in)|du< 
0 0 
<max|o (z) | V'aci Ce. (2.4.6) 


En vertu du théorème de Paley-Wiener 


h+ (z) = | euh (u) du, 
_ à 
REL2(— 00, ©), Imz > 0, 
de telle sorte que 


| At (AL iu) < {ea a)'* eye | (2.4.7) 


Donc 
À lp(a+in)1du= | lo(a+in)h*(a+in)|dusCset Ve. (2.4.8) 
0 0 


Pour presque toutes les valeurs de À on a 
Him AT (A + iu) = ht (A). 
u- 0 


D'où en vertu de (2.4.6) on a également 
x +iu 


À 
Um | vO4= few. (2.4.9) 
u- 0 iu 


L'intégrale de la fonction analytique © (£) sur les côtés du triangle 
dont Tes. sommets sont les points 0. z—À-+iu, À est nulle. En 
vertu de (2.4.8) et (2.4.9) on a 


in O9 =tin | Ed | (É)d£t=D(), Imz>0. 


0 


Un résultat analogue peut être obtenu dans le cas où z se trouve dns 
le demi-plan inférieur. Par conséquent, la fonction ® (z) est analy- 
tique dans les demi- plans supérieur et inférieur et continue dans tout 
le plan complexe. L'’inversion du théorème de Cauchy, à savoir le 
théorème de Morer (voir [18], page 186) permet d'affirmer que 
® (z) est analytique dans tout le plan. Mais alors la dérivée q(z) — 

— ® (2) est également une fonction entière. 
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Il ne nous reste plus qu'à estimer la vitesse de croissance de 
| p (Re) |, À — co. Sur la circonférence | z |—R on a | wo (2) | < 
Z CetR, | wo (z) | CeetR. Pour ce qui est des fonctions A* (2), 
h” (z}, en vertu du théorème de Paley-Wiener, pour z — Reid, 
0<O<r,ona 


| k+ (2) =] [in (u) ul e-* sn Ou] f (u)|du 
0 0 


RES (| PE «= Va 


D'une manière analogue sur z2— Reid, n << 6 < 2x, 


a DIV mr: 


Donc pour des À grands 


FH 
À In*|o(Reit)| der. (2.410) 
Ô 
La formule de Poisson-Jensen (voir [18], page 456) donne 
271 R2 
iniç(Re®)|= 5 | La | 9 (pet) | reg de + 
Û. 
DIZ—ay D 
+21 East — do Ink 


où z— Re, p => R, la somme s'étend à droite à tous les zéros a, 0 
de la fonction w (z)se trouvant à l’intérieur du cercle | z [<o et cr: 
est l’ordre de multiplicité du zéro de @ (z} au point z2—0. Posant ici 


— 2R et remarquant que In 21? Au | < O0 on aura en vertu de 


l p — ay2 | 
(2.4.10) | 
T 
In|p(Reit)<È | Int |p(2Reï*) [da <eR. 
0 


Le théorème se trouve ainsi démontré. 


Théorème 6. Soit la mesure spectrale F absolument conti- 
nue. Pour que l'espace L*'- (F) ait une dimension finie n il faut et il 
suffit que la densité spectrale soit une fonction rationnelle de À de degré 
2n pour les processus à temps continu ou une fonction rationnelle de 


et} de degré 2n pour les processus à temps discret. 
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Démonstration 1. Soit & (ét) un processus à temps con- 
tinu. Supposons que dim Z*T(F) = n< 00. Désignons par p;, ... 
. +. Pn Une base quelconque dans Z*!- (F) et soit n, . . ., Mn la 
base isométrique dans l’espace isométrique Æ*'- de variables aléa- 
toires. En désignant par & le projecteur sur 7 on obtient pour 
la fonction de corrélation l'expression suivante: 


B (+5) = ME (9 ETS — (E (9, E(—5)) = 
= (PE (4), E (—5)) — 
DE Die; (t) (ns, Ë (—s)), t,s > 0. 


En désignant (n;, & (—s)) par u; (s) on obtient 
B(E+-5)= À e: (0) ps (9. (24.11) 


Quels que soient les nombres 0 << f,< ... <'iy << ©, les 
variables aléatoires SE (to), . . ., PE (f,) sont linéairement dépen- 
dantes, de sorte que l’on peut toujours trouver Îles nombres &o, a, . .. 

.., An tels que 


S'a;B(t;+s)=(D'a;PE(t), E(—5s)) = 0. (2.4.12) 

Les égalités (2.4.11) et (2.4.12) suffisent pour trouver la fonction 

de corrélation B (t). Tout d'abord, compte tenu de (2.4.11) nous 

montrerons que B (t) est infiniment dérivable pour # => 0. Choisis- 

sons = fonctions ga fs), . : ., En (S) infiniment dérivables à porteurs 

à l’intérieur de (0, co) de telle sorte que det | Î gi (s) pi; (s) as | Æ (. 
Ô 


En vertu de (2.4.11) 


| Bts) (5) ds= D 00 | ei (9) ps (9)ds. 
0 Î 0 


Le premier membre de ces égalités, égal à | B (u) g; (u — t} du, 


L 1 
est infiniment dérivable par rapport à {. Donc tous les c; (£) Le sont 
aussi et en vertu de (2.4.11) B (t}, t => 0, possède cette propriété. 
En dérivant l'identité (2.4.12) on obtient 


ñn 
Da;Bt;+s)=0, u=0, 1,2, ,.,n. 


j=0 
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Par conséquent on peut trouver un polynôme P(z) de degré non 
supérieur à 2 tel que 


p (+ B(s=0, s>0. (2.413) 


On sait (voir [21], page 58) que le système fondamental de solu- 
tions de l'équation (2.4.13) est composé des fonctions de la forme 


eRi(s), ..., e"R° Ra (s), (2.4.14) 
où tous les nombres À; sont différents, et À; (s) sont des polynômes 
de degré n; — 1, ni + ... + n, étant le degré du polynôme 


P (Sn). La fonction de corrélation B (s), solution de l’équation 
(2.4.13), est une combinaison linéaire des fonctions (2.4.14). En 
vertu du théorème de Riemann-Lebesgue pour s — o on a 


B(s)— | ef (À) dk 0, 
d’où tous les Re; << 0. Enfin B(s)—B(—5s) pour s << 0. 
Le calcul donne directement 


CO 


| ee ÊR;(s) ds À; ) (2.4.15) 
0 


où À; est une fonction rationnelle dont le degré n’est pas supérieur 
à 2n. Donc 


(0) = | esp (s) ds 


est également une fonction rationnelle, d’un degré non supérieur 
à An. | 

Pour s'assurer que la puissance de f est exactement égale à 2n, 
il suffit de démontrer la seconde partie du théorème: si f est une 
fonction rationnelle de degré 2r, on a dim Lt'-(F})<n. 

Cette dernière affirmation est bien connue dans Ia théorie des 
pronostics (voir [22], page 174). Pour la démonstration nous repré- 
sentons la fonction rationnelle f (À) comme une somme de fractions 
simples 1/(à; + il)", Re À; > 0, et le nombre entier &« n'est pas 
supérieur à la multiplicité n; de pôles conjugués +iÀ,;. En appli- 
quant la transformation de Fourier à (2.4.15) on trouve que la fonc- 
tion de corrélation B (s), s > 0, est de nouveau une somme de 
fonctions de Ïa forme (2.4.14) et donc B (s) est solution d’une équa- 
tion différentielle de la forme (2.4.13) de degré non supérieur à 
n. Les nr + 1 solutions quelconques B (4, + s), ..., Bt, +s), 
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t;>>0, de l'équation (2.4.13) sont linéairement dépendantes, de sorte 
que l’on peut trouver les nombres a; tels que 


d'a;B(t;+s)=0, s > 0. 
û 
Mais alors on a également 


(Da PE) E(—9) = 2 a EG), EN = 2 8 (+8) —0 


n 
pour tous les s > 0, par conséquent D a; SE (£,) — 0, c’est-à-dire 
ü 


que z + À vecteurs quelconques de H+*1 - (de L*1-) sont linéaire- 
ment dépendants. L'étude du cas du temps continu est donc ter- 
minée. 

2. Supposons que £ (t} soit un processus à temps discret. La dé- 
monstration est analogue à celle qui a été donné ci-dessus et même 
est un peu plus simple. L'égalité (2.4.12) reste vraie mais mainte- 
nant ?{; et s sont des nombres entiers, Définissons l'opérateur A de 
différence par l'égalité AB (s) — B (s + 1) — B (s). A partir de 
(2.4.12) on obtient 


2: a;A°B (t;+s) =0, 


ce qui permet d'obtenir l’analogue de l’équation (2.4.13), qui est 
dans le cas discret une équation aux différences finies 
P (A)B (s)=0. (2.4.10) 


La théorie de ces équations nous apprend que *} toute solution de 
l'équation (2.4.16) est une combinaison linéaire de n solutions fon- 
damentales linéaires indépendantes, ayant tout comme précédem- 
ment la forme (2.4.14), mais ici dans (2.4.14)s est entier. Les raisonne- 
ments ultérieurs sont analogues au cas continu et nous les omettons. 
Le théorème se trouve ainsi démontré. | 
Ce théorème explique suffisamment bien Île rôle joué par les 
densités spectrales rationnelles dans la théorie des pronostics. Sup- 
posons que f (À) soit une fonction rationnelle de À (ou de eïà) de degr* 
2n. On peut l'écrire sous la forme f — |. où _ = get, Q 
et ? étant des polynômes de degré respectif nr et n1  n — 1. Il est 
facile de montrer que, dans le cas des processus à temps continu, les 
S 


fonctions FU S = 0, 1, ..., nr — 1, forment la base de l’espace 


L*1-,et dans le cas de processus à temps continu ce sont les fonc- 


*) Voir, par exemple, [7]. 
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17À 
tions —— ,j — 14, ..., n, qui en constituent la base. En parti- 
P etÀ 
culier (ceci découle d’ailleurs du théorème 5) on a ZL*1- — 2 si 
seulement P est une constante. 

Notons que même si la mesure spectrale F n’est pas supposée 
absolument continue, on obtient quand même une fonction de 
corrélation B (t) sous la forme d'une somme de fonctions (2.4.14), 
mais maintenant il est possible que pour certains À; on aura Re À; — 
— 0 (il est évident que pour tels À; on a À; (s) = const). La trans- 


formée de Fourier de la fonction e“°, Re À; — 0, est une ô-mesure 
de charge au point Im À;. Se souvenant du point 1 des théorèmes 1, 2 
on arrive à affirmation générale suivante: 


dim Lti-(F)}=n< oo, 


si et seulement si F—F,+F,, avec la condition que la dérivée 
F; de la partie absolument continue soit une fonction rationnelle 
À (eh) dè degré 2n,, et la mesure singulière F, soit concentrée en 
n2 points différents, 3 + no = n. 


$ 9. Structure de la o-algèbre 
des événements À (T') 


Dans le présent paragraphe nous allons montrer comment cer- 
tains résultats relatifs aux sous-espaces À (T) (ou aux sous-espaces 
Lr (F) qui leur sont isométriques) conduisent dans le cas de processus 
gaussiens à des théorèmes sur les o-algèbres X (7). On trouvera 
d’autres résultats relatifs à ces questions dans le chapitre IV. 

Revenons aux relations (2.4.1) et essayons de trouver des analo- 
gues de ces relations et des autres résultats du $ 4 dans le langage des 
o-algèbres Y (T). On conçoit aisément qu'à l’espace H- — 
— H (— oc, 0) (ou à l’espace L- (F) qui lui est isométrique) corres- 
pond une c-algèbre des événements A7 — À {— œ, 0), à l’espace 
H* = H (0, ) une o-algèbre XÆ* — A (0, co), à l’espace A? — 

= NH(-t,, à = N Æ (0, t} une o-algèbre À° — nn À (—i, à). 
> 0 t>0 t>0 


Le cas de l’analogue de l’espace A+! (ou, ce qui est la même 
chose, de L*' (F)), qui est la projection dans Æ de H* sur A7, est 
plus compliqué. Introduisons préalablement la notion suivante. 
Définition: on appelle o-algébre séparatrice *) au point £ pour le 
processus 6 (f) toute o-algèbre YA à Y (— oo, f) par rapport à 
laquelle le passé du processus À (— co, t) et son comportement futur 


*) Le terme de o-algèbre séparatrice a été introduit par McKean, voir 
le renvoi de la page 53 
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9 (, oo) sont conditionnellement indépendants, c’est-à-dire que 
pour À EX (— oo, ft}, BE X(f, oo) quelconques on a 


P{AB[A}=P{A|AP}P {BA}. 


Il est facile de voir que la o-algèbre séparatrice au point t 
existe toujours, c’est par exemple le cas de la o-algèbre À (— oo, t). 
Il est évident que c’est la o-algèbre séparatrice minimale au point 
t (et nous allons montrer plus loin qu’elle existe toujours) qui pré- 
sente un intérêt particulier. Pour les processus de Markov, par exem- 
ple, la o-algèbre séparatrice minimale au point test la o-algèbre 
engendrée par la variable aléatoire Ë (é). 

Pour les processus stationnaires au sens strict, en particulier pour 
les processus stationnaires gaussiens, il suffit d'envisager les o-algè- 
bres séparatrices au point 0. Nous désignerons par X*!- la o- 
algèbre séparatrice minimale au point 0; comme le montreront 
les raisonnements ultérieurs, c’est cette o-algèbre qui est l’analogue 
naturel de l’espace H*'-, 

Théorème 7. Soit E (t) un processus stationnaire gaussien de 
mesure spectrale F (dÀ). Les inclusions suivantes 


YA JAY = Y° (2.5.1) 


sont toujours vérifiées. Chacun des signes = dans (2.5.1) peut être rem- 
placé par une égalité si et seulement si le peut le signe = correspondant 
dans les relations 


HS A HA (2.5.2) 
ou ce qui est la même chose dans les relations (2,4.1) 
L-(P=2L"(P2l-(PNl(P 2 L(P. 


Pour la démonstration nous allons commencer par l'étude des 
propriétés générales des o-algèbres séparatrices. 

Lemme 3. Soit E (t) un processus aléatoire quelconque, A — 
= A (— co, 0), A+ — (0, co). 

Dans ce cas: 

1) À est une o-algèbre séparatrice (au point 0); 

2) si Ÿ1 est une o-algèbre séparatrice et que l'événement B € 
EA*, on a P{B|A} = P{B|A)}; 

3) si À, est une o-algèbre séparatrcie et que l'on a À >= À, = 
— Ÿ:, A2 est alors également une o-algèbre séparatrice ; 

4) si les o-algèbres Y, et %, sont séparatrices, la ao-algèbre 
A1 N A2 est également séparatice; 

5) la o-algèbre séparatrice minimale À*'- existe; 

6) on a toujours A7 = A+ (] À. 
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Démonstration du lemme. Désignons par y, l'in- 
dicateur de l'événement À, c’est-à-dire 
0, œé À, 
ja = ya (0) = 1, 6EA. 


1) En vertu des propriétés des espérances mathématiques condi- 
tionnelles pour AE AT, BEA* on a 
P{AB|T}=M {rate U}= xa MON }= 

=M{xalT}MGs 0 )= PEAR PB}. 

2) Par définition de la o-algèbre séparatrice, on a A1 À”, 
de sorte que la variable aléatoire P {B | A1} est mesurable par rap- 
port à A. Il suffit donc de démontrer que les intégrales des varia- 
bles aléatoires M {y | %1}, M {43 | A7} sur un ensemble quel- 
conque À € À coïncident et de se référer au théorème de Radon- 
Nikodym. On a 


\ M {42 | 27} dP = M {ya 45} =M{M {ya |} = 


= M{M {ya 1 %}-M Ce |90}} M (ta Me | %)} = 
= | M{us| 2) dP. 


À 

3) Supposons que À € À-, B E AT. Les deux membres de l'éga- 

lité présumée M {%4 -X8 | Xe} = M {44 | Y2}-M {2 IUo} étant 

mesurables par rapport à À, il suffit de montrer comme précédem- 

ment que leurs intégrales sur un ensemble quelconque € € >: coïn- 

cident. En vertu du point 2, on a M {45 | Ai} = M {42 | A} et 
par conséquent M {45 | A1} = M {48 | A2}. Donc 


À M {xa%e | Le} dP = M {ya%rkc} = M{M {aïe | A} M {3 | }} — 
C 


= M {MM {yat | Ya} M (| Uo} | V}} = 
= M {M a | %2}-M | Ua)} = Ÿ M {ca 196) M (192) dP. 
C 


4) Notons tout d'abord que pour une variable aléatoire quelcon- 
que E(MË —0, M|6F< oc) on a l'égalité 


M{A NY} =MEME{...M{CI|N:}|U}lA...}. (2.5.3) 


En effet, considérons l’espace hilbertien H de toutes les variables 
aléatoires de moyenne nulle, de variance finie et de produit scalaire 
(na, 02) = Mn. Désignons par ;, i — 1, 2, les sous-espaces de H 
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formés de variables mesurables par rapport à A;. Les opérateurs 
S; — M {.]|1;} sont alors les projections dans H sur H;. Le pre- 
mier membre de l'égalité (2.5.3) est la projection de & sur H, N H, 
le second membre est le résultat de l'application à * de l'opérateur 
Tim (#,®1)" égal au projecteur sur H, MN H:. 

Tr 


Soient maintenant À E A, BE X*. On a alors 
M{X%a%s |} = M {ya |} M {xs | Ua}. (2.9.4) 
En vertu du point 2 et de l'égalité (2.5.3) on a 


n fois 


= M {xs | Li = M {8 |} = M {Xe 0}. 


Donc si l’on applique aux deux membres de l'égalité (2.5.4) l’opé- 
vateur M {- |%: N À>}, on trouve 


M {x4%5 | Li N Le} = M {x4M {%5 | 2} | Xi N A} = 
= M {ral NU) M {5 | UN UE). (2.5.5) 


5) En vertu du point 1) l'ensemble de toutes les o-algèbres 
séparatrices n’est pas vide. Supposons que À *'- soit l'intersection 
de toutes les o-algèbres séparatrices. Nous allons montrer que 
A+ est une o-algèbre séparatrice et, par conséquent, minimale. 
En vertu du point 2) toutes les probabilités P {B |A}, où 
BEAX* et À1 une oco-algèbre séparatrice quelconque, coïncident 
et sont donc égales à P{B|%*'-}. En écrivant l'espérance 
mathématique des deux membres de (2.5.4) conditionnellement 
à A*1- on trouve d'une manière analogue à (2.5.5) 


M {xake |A} = M (ya EM Gel A 


c'est-à-dire que Â*'- est une o-algèbre séparatrice. 

6) La relation At'- = À N À* est évidente. Le lemme se 
trouve ainsi démontré. 

Lemme 4. Soit Ë (t) un processus stochastique continu station- 
naire au sens strict; on a alors 


AN 2 A+ NA = N°. (2.5.6) 


Nous commençons par l'inclusion de gauche. Soit BEX* NX. 
Comme %*' est une o-algèbre séparatrice, on a 


P{B|U*-)=P{BB|N")=(P{B|U"-)). 


Cette égalité signifie que la variable aléatoire P{B]A*"} ne peut 
prendre que deux valeurs : OÜ et 1. Soient A={o: P{B|%X"}=t) 
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et À le complémentaire de À. Il est évident que AEX', AEX*—. 
Donc 


| P{B|%"-}dP = P {AB} = P {A}, 
À 
{ P{B|U"-} dP—P{AB}—0. 
À 
Ces égalités permettent de conclure que B diffère de À d’au plus un 
événement de probabilité nulle, de telle sorte que B = À E X*'-. 


Passons à la démonstration de l'inclusion de droite de (2.5.6). 
Posons A+ — A A (0, £), N° — A, À (—t, 0). II suffit de 


montrer que + — — %9 — 9. Le D OcoSte stochastique continu 
€ (t) engendre un groupe de transformations conservant la probabi- 


lité T° = TA, À € X (— oo, w), donnant à son tour un groupe 


d'opérateurs continus unitaires U‘ sur H*). Soit À un événement 
de Y°. De toute évidence T'A € À (0, #). Soit encore n {é) l’indi- 


cateur de l'événement ZA. Il est clair que n (t) — U‘yA est un 
processus stationnaire continu en moyenne quadratique. Donc 


Lira M {n (9) —n (0) F° — 


Pour tous les f = 0 les variables aléatoires n (4) sont mesurables 
par rapport à À (0, t) et donc n (0) l’est par rapport à A°+. D'une 
manière analogue on peut montrer que n (0) est mesurable par rap- 
port à Ÿ°-. Par conséquent À € A+, À E N° et A — Y0+ — 
— N°. 

En remarquant maintenant que l’inclusion de gauche de (2.5.1) 
est triviale on voit qu'avec le lemme 4 la première partie du théorè- 
me se trouve démontrée. Il reste à voir quand dans (2.5.1) on a des 
égalités. À cet effet nous allons démontrer plusieurs lemmes concer- 
nant les relations existant entre Les &-algèbres Y (T) et les espaces 
H (T). Nous conviendrons de désigner par À (E) la o-algèbre des 
événements minimale engendrée par l’ensemble des variables aléa- 
toires #. Ainsi, par exemple, À (T) — À (Ë (),1E T). De même 
À — À (H”). 

Lemme 5. La o-algèbre séparatrice minimale d'un processus 
gaussien stationnaire est 


AT — À (H*). 


Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que 
A+*'-— À (H*'-). Désignons par #7 — S le projecteur dans 
H (— , co) sur FH. Il est évident que $ — M {: | A7}. La varia- 


*) Voir [22], pages 206-211. 
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ble aléatoire Ë (t}, t = 0, peut être approchée en moyenne quadra- 
tique, aussi bien que l’on veut par une combinaison linéaire des 
indicateurs X 5, B € X*. Donc sur la base du point 2) du lemme 30ona 


PE(D=M{E IX} = ME (|A). 


Par conséquent tous les éléments de l’espace H*'- sont mesurables 
par rapport à A*T'-et À (H*l-) = A*i-. 

Nous allons maintenant montrer que À (H*l-) sépare les 
o-algèbres À, A. Comme %Â*‘'l- est une o-algèbre séparatrice 
minimale, ceci et ce qui précède permet d'écrire A*1- — À (H*l”). 
Soit yA l'indicateur de l'événement À € X-; supposons que la 
variable aléatoire n, mesurable par rapport à {*, puisse être repré- 
sentée sous la forme du produit n — n;n2, où n1 est mesurable par 
rapport à À (H*1-) et n, est indépendant de la o-algèbre A-. Nous 
allons montrer que 

 M{xan|4(4)}=M{xalA(4)} Mint A (4) (2.5.7) 
En effet 
M {yxan| 4 (447); = 94M {gan2| 4 (49)} = M ni] 4 (°9)} x 
X M {x4M {ne | 27} 14 (4)} = M ni] 4 (4°) }-Mne X 
X M {xa | 4 (477)} = M {nana | 4 (4) }-M {44 | 4 (47). 

Une variable aléatoire quelconque Ë {(t), t > 0, peut s’écrire sous 
la forme d’une somme Ë (f) = ms (ft) + 2 (), où 4 (4) = PE (t) — 
= M { () |A} E Htl- et par conséquent ", (t) est mesurable 
par rapport à À (H*1-}, et ñ2 (t) est orthogonal à Æ-. Les variables 
gaussiennes orthogonales étant indépendantes, n2 (t) ne dépend 
d'aucun élément de H-, ni par conséquent de la o-algèbre A-. 

Soit maintenant Q — Q (E (ti), ..., E(t,)) un polynôme des 
grandeurs Ë (41), ..., Et), t;: > 0. En écrivant chaque Ë (é;) 
comme la somme "1 (t;) + n2 (f;) on pourra écrire le polynôme Q 


QT « 
comme une somme de la forme D£;, où chacun des Ë; — M1; 25, M4; 


J 
est mesurable par rapport à À (H*l-), et n°; ne dépend pas de X-. 
En vertu de (2.5.7) pour tout polynôme © de ce type on a 
M{xa-Q1A(H*-)}= M {xa| AH} M{OIA (4%). (2.5.8) 
Supposons maintenant que B soit un événement de A+. l‘omme 
nous l'avons démontré dans le $5 du chapitre I, toute variable aléa- 
toire de variance-finie mesurable par rapport à {*, en particulier 
%#, est la limite en moyenne quadratique des polynômes © du type 
mentionné. À partir de (2.5.8) on obtient 


M {ya 48 | À (H*)} = M {ga | 4 (4) M 42 | A (4°), 


c’est-à-dire que À (H*l-) est une o-algèbre séparatrice. Le lemme 
se trouve ainsi démontré. 
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Lemme 6. Pour un processus gaussien stationnaire on a 
At NA = À (4* NN 4°). 


{1 suffit de montrer que pour un polynôme quelconque P des 
variables aléatoires Ë (41), . .., £ (4) on a 


M{PIAtNX-}-=M{P]A(A*NH-)}. (2.5.9) 


Nous allons montrer cette égalité par récurrence. Pour n = 1, P — 
= € (t) est un élément de l’espace À (— co, co). Puis pour tous & 
tels que M £? << o on à l'égalité suivante, analogue à (2.5.3) 


M{IA QU }=limMEME... MAIA}IN 10. (2.5.10). 
2n fois 


Il est clair que À* — À (H*), A- — À (H-) de telle sorte que si x 
est un élément de Æ (— œ, oo) on a*}) M{kA|Xt})e HT 
« H (— oc, co). Par conséquent compte tenu de (2.5.10) on a éga- 
lement M{h|%{-NAt}EAH(— 00, oo) pour tous les hkE 
€ H (— oc, c). La variable aléatoire M {k | {7 N À*} étant mesu- 
rable par rapport à A7, elle appartient à A7; on a de même 
M {h |A NAT} E At, L'égalité (2.5.9) se trouve ainsi démontrée 
pour des polynômes du premier degré. 

Le reste de la démonstration est analogue aux raisonnements du 
$ o du chapitre I. Supposons que l'égalité (2.5.9) soit démontrée 
pour tous les polynômes P de degré non supérieur à n — 1, n > 2, 
démontrons-la pour des polynômes de degré ». Il suffit d’envisa- 
ger des polynômes P de la forme Ë (4) . .. E (,). Nous convien- 
drons de désigner par #+, F-les opérateurs M {:- | {*},M {: | A} 
qui sont les projecteurs dans Æ sur H*, H° respectivement. Si £ (#;)— 
= PTE (4) +n (ét) = Ë, (6) + n (), tous les n (f;) sont orthogo- 
naux à H* et par conséquent indépendants de A*. On a 


M {PA} = E (4) ... E (b) + Qu 


où Q1 est la limite en moyenne quadratique des polynômes de degré 
non supérieur à n — 4. Posant ensuite Ë, (£;) — 1 E, (;) + 
+ M Gi) = 62 (ti) + n1 (ti) on obtient 


M {61 (6)... EG) + Qi UT} = 2 (4) . . . Ex (fn) + Qu 
où Q, est de nouveau la limite en moyenne quadratique des polynô- 


mes de degré non supérieur à n — 1. En procédant ainsi de suite on 


*) Voir chapitre I, $ 5. 
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trouve finalement 
M{PIA QU} IC. SPEU)+0- 
= [ME GI NU}HOSIIMEEIIAG NA + 


Le premier terme du membre de droite est évidemment mesurable 
par rapport à À (H* f] H-), le second l'est par rapport à la même 
c-algèbre par hypothèse. L'égalité (2.5.9) et par conséquent le Ilem- 
me se trouvent démontrés. 

Lemme 7. Pour un processus gaussien stationnaire on a 


Y° — À (A9). (2.5.11) 


Démonstration. Il est évident que À° = À (H°). L'in- 
clusion inverse peut se démontrer tout comme dans le lemme 6. 
On démontre par récurrence sur la puissance n des polynômes P de 
E (4) ... E (4) que pour un polynôme quelconque on a 


M {P |A = M £{P | À (Hy}. (2.5.12) 


De la dernière égalité découle l'égalité (2.5.11). Le passage par 
récurrence de rz — 1 à n s’opérant de la même manière que dans le 
lemme 6, nous démontrerons l'égalité (2.5.12) seulement pour des 
polynômes du premier degré. Soit P — k € H (—0oo, co). Alors toutes 
les variables aléatoires M {4 | À (0, 1/n)} et leurs limites en moyen- 
ne quadratique M {A | A°} sont des éléments de l’espace H (—o, oo). 
Ensuite, comme toutes les M { À | X (0, s)}, s <#, appartiennent à 
l'espace H (0, 5€ H (0, à), M {| X°} appartient également à 
tous les Æ7 (0, t), c’est-à-dire que M {hk | A°} € H° et par consé- 
quent M {= |X°}—M {A | 4 (H9)}. Le lemme se trouve donc démon- 
tré. 

Les lemmes 5-7 permettent de démontrer immédiatement la 
seconde partie du théorème concernant les conditions d'égalité dans 
les relations (2.5.1). Démontrons par exemple que A*I- — Y° 
si et seulement si Z*l- = H°; les autres cas peuvent être étudiés de 
la même manière, Supposons que A*l- — H°; en vertu des lemmes 
démontrés ci-dessus on a A*+l- — À (H+1-) — À (H9) = Y°, Inverse- 
ment, supposons que H*l-=£ H°, on a alors H*1- > Hf et il exis- 
te une variable aléatoire k € H*1- orthogonale à l’espace A°. Etant 
gaussienne, elle est indépendante de tous les éléments de H et donc 
de la o-algèbre À (H°) — %9. Par conséquent l'événement {k << 0}E 
€ A (H*1-) = X*1- ne dépend pas de la o-algèbre X° et ne peut lui 
appartenir. Le théorème se trouve ainsi démontré. 
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Les résultats du paragraphe précédent conjointement avec le 
théorème qui vient d’être démontré permettent d'exprimer en termes 
de densité spectrale les conditions pour lesquelles les inclusions 
dans (2.5.1) deviennent égalités. Soit par exemple Ë (f) un processus 
gaussien stationnaire de densité spectrale f (À) ; pour que la o-algèbre 
A° coïncide avec la o-algèbre séparatrice minimale À+\- il faut 
et il suffit que 1/f (à) soit une fonction entière de degré zéro. Il est 
bon de noter de plus que le processus aléatoire & (£} est markovien si 
pour tous les t la o-algèbre séparatrice minimale au point £ coïn- 
cide avec l’algèbre engendrée par la variable aléatoire Ë (#); donc le 
processus & (?) est markovien si et seulement si 1/f (À) est un polynôme 
du second degré (il est markovien à m chaînons si 1/f (À) est un poly- 
nôme de degré 2m). 


CHAPITRE III 


DISTRIBUTIONS GAUSSIENNES ÉQUIVALENTES 
ET LEURS DENSITÉS 


$ f. Notions préliminaires 


1. Introduction. Soit £ — & (1) une fonction aléatoire gaussien- 
ne du paramètre £ € T à valeurs Ë (4) — E (w, ft), © € Q, dans un 
espace de probabilité (Q, %, P). Nous allons supposer que la o- 
algèbre Y est engendrée par toutes les valeurs Ë (4) = € (w, t) 
dans Q (le paramètre £ parcourt tout l’ensemble 7}, de telle sorte que 
la mesure de probabilité P sur la o-algèbre À — %: est gaussienne. 

Soit P, une autre mesure gaussienne sur la o-algèbre À *}. On 
dit qu'elle est absolument continue par rapport à P si P, (4) = 0 
pour P (4) — 0, À € À. Onsait qu'une mesure absolument continue 
P, peut s'écrite sous la forme 


P.(4)— | p(o) P(dé), AE; (3.1.1) 


A 


où p (w) est une fonction non négative donnée sur Q, appelée densité 
et désignée par p (@) — P, (dw)/P (do). Les mesures P, et P 
sont dites équivalentes si elles sont mutuellement absolument con- 
tinues. Les mesures P, et P sont dites orthogonales si existent des 
ensembles disjoints À et À, € X (dits porteurs des mesures P et P, 
respectivement) tels que 


P(A)=1, P(4;)—0 
et 
P,(4)—0, P,(4;) — 1. (3.1.2) 


La continuité absolue signifie que quel que soit > 0 on peut 
trouver un Ô >> 0 tel que 


P,(4A)<Ee pour P(4)<ô (3.1.3) 


*) Plus exactement, la mesure P; est telle que la fonction aléatoire Ë {t) 
sur (Q, A, P,) est gaussienne. 
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pour tous les À € À. Ceci découle, par exemple, directement de 
l'inégalité 


P:(4)= | p(@)P(da)<NP(4)+ | p(o)P(d), 
A 


| r(&) > M4 


p (&) P (da) <+ 
lp) >" 


lorsque V est suffisamment grand; par exemple, P, (4) < € pour 
P'(4) < £/(2N). 

Toute mesure P, peut se représenter *) comme une somme des me- 
sures orthogonales P° et P' dont l'une, P’, est orthogonale à P, 
et l’autre, P’, est absolument continue par rapport à P. Par conséquent 


P, (4) = P; (4) + | p'(@) P (do) (3.1.4) 
a vec . 


p” (©) — F° (do}/P (do). 


Remarquons que les mesures P et P, sont orthogonalies si pour une 


certaine suite d'ensembles À, € À, n — 1, 2, ..., on a les relations 
lim P(4;:)=0, lim P, (A) — 1. (3.4.5) 


Ceci découle, par exemple, de ce que pour des mesures non ortho- 
gonales on a P(Q) = 0 et P:(Q)<1 et sous la condition 
lim P(4,) — 0 on a 


lim P, (43) = Jim P! (44) + lim P°(4,)= lim P:(4,)<< P°: (Q) < 1. 


Dans différents domaines de la théorie des processus aléatoires et 
en statistique mathématique, en théorie de l'information, etc., on 
a souvent à répondre aux questions suivantes: quand les mesures 
données P, et P sont équivalentes (ou orthogonales), comment cal- 
culer la densité p (w) — P, (do)/P (do) des mesures équivalentes, 
comment décrire explicitement les « porteurs » disjoints À et À; 
des mesures orthogonales ? 

IT est évident que (voir $2, chapitre [) pour répondre à ces questions 
on peut passer des mesures gaussiennes P (do) et P, (do) dans l'espa- 
ce initial Q aux distributions gaussiennes correspondantes P (dx) et 
P, (dx) dans l'espace fonctionnel (X, #) des fonctions réelles x — 
— x(t) du paramètre tET, contenant toutes les trajectoires 

Æ£ (©, -) — Ë (wo, €), où la o-algèbre $ est engendrée par tous. les 


*) Voir, par exemple, [8], page 111. 
6—0191 
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ensembles cylindriques de cet espace (voir formules (1.2.1) à (1.2.3)). 
En particulier, on peut toujours passer aux distributions de proba- 
bilités Pet P, dans l’espace X — R°7 de toutes les fonctions réelles 
x =x(t) detEeT. 

Pour une grandeur q@ = œ (x) quelconque de X mesurable par 
rapport à la o-algèbre $, la grandeur n — œ [LE (wo, -)] sur Q sera 
mesurable par rapport à la o-algèbre À; de même si @ — p (x) 
est intégrable, n sera également intégrable, et 


| pa) P (de) | nË(e, -)1P (du) =Mn. (3.1.6) 
ZX Q 


Encore, pour l’ensemble mesurable £ (Q) toute grandeur mesura- 
ble n peut s’écrire sous la forme te — PIE (o, -)l, où p — œ (x) 
est une grandeur mesurable sur (X, 

En effet, comme on a vu dans.ie $ . du chapitre [, tout ensemble 

—{ÈE€ B} est une contre-image dans l'application de E — E (wo, :}) 
de @ dans X, où B est un ensemble de la 5-algèbre # . Donc pour des 
ensembles mesurables quelconques A, — {6 € B,} les grandeurs 


n= DC 4, (®) (où %4 est l'indicateur de l'ensemble À, c'est-à- 


dire %1 (wo) — 1 si w© € À et 44 (@) — O0 si & € À) peuvent s’écrire 
comme 1n— > Cake, LE (o, -) = plié (w, -)]. Toute grandeur 
<= 


mesurable n — n (w) est la limite, uniforme par rapport à «© € Q, 
des grandeurs n, — ®, LE (w, -)l du type mentionné. Il est clair 
que n — plé(w, -)l, où la fonction @ — p(x) sur l’ensemble 
mesurable des Ë (Q) est déterminée comme la limite, uniforme par 
rapport à zx € E (Q), des fonctions correspondantes mp, — , (x). 
De l'égalité (3.1.6) il découle en particulier que si p (x) — 
— P, (dx)/P (dx) est la densité des distributions de probabilités 
P,et P, alors p [E (w, :)] — P, (do)/P (do) est la densité des mesu- 
res de probabilité initiales dans l’espace Q, car tout ensemble À € 
peut s’écrire comme À = {E € B} avec B € 8, et en vertu de (3.1.6) 


P,(8)= | p (a) P (dr) = | p&(e, 1 P (do) = P (4). 
B 


Notons que les fonctions aléatoires équivalentes E (t) et € (+) 
ont même distribution de probabilités dans l’espace fonctionnel 
correspondant X — AR”, de telle sorte que si, par exemple, pour pres- 
que tous les & € Q 


E (@, à) = E (o, à), (3.1.7) 


par rapport à P (do) et P, (do), les mesures de probabilité P (do) 
et P; (do) sont équivalentes ou orthogonales sur la o-algèbre À, 
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si et seulement si elles sont douées de cette propriété sur la o&-algèbre 
1 engendrée par les grandeurs Ë (4), 1€ T. 

* Au sujet de la condition (3.1.7) il faut mentionner également *) 
que lorsque l’on rajoute aux o-algèbres A: et À- des ensembles de 
la mesure 0 (par rapport aux Pet P, équivalentes) on arrive à la même 
o-algèbre A*, la densité p (©) — P, (do)/P (do) sur A: (ou 2) 
étant également la densité sur la o-algèbre complète A*: pour 
ensemble quelconque A* € A* on a 


Î PG)P(de)= | p(w)P(de)—P:(4)—P:(4*), (3.1.8) 
A* A 


où l’ensemble À € Ÿ: (ou À € T+) est choisi de telle sorte que-pour 
la différence symétrique A*oA — (A*\ À) |) (AN A*) on ait 
P (A*oA) = P, (A*oA) — 0. 


Comme nous l’avons déjà mentionné au $ 2 du chapitre [. toute 
mesure gaussienne P est donnée par sa valeur moyenne & (t), t € L: 
et sa fonction de corrélation B (s, £), s, { € T. Pour juger de l’équi- 
valence des mesures gaussiennes P et P, il est tout naturel de partir 
des valeurs moyennes «a (t), a, (t) et des fonctions de corrélation 
B (s, t), B, (s, t) des distributions gaussiennes P et P, respectives: 

Il est évident que, sans restreindre la généralité, on peut supposer 
. a (it) = 0, car il est toujours possible de passer des grandeurs 

E (4) = E (o, 4) aux grandeurs Ë (4) — a (t), tE T, un tel passage 
gardant inchangées la o-algèbre À et les mesures gaussiennes initia- 
les P (do) et P, (do). Dans l’espace fonctionnel correspondant X 
ceci signifie que l’on passe aux distributions gaussiennes P (dx) et 
P, (dx) conservant les fonctions de corrélation initiales et ayant pour 
valeurs moyennes O0 et a (tj — at), t€T. 

2. Exemples de distributions orthogonales. Soit E (4), 0 KE KT, 
un processus gaussien stationnaire, par rapport à la mesure de 
probabilité P, de moyenne nulle et de fonction de correlation B (#). 
Soit P, une autre mesure de probabilité par rapport à laquelle 
£ (t) est également un processus gaussien stationnaire de moyenne 
nulle, mais de fonction de corrélation B, (t). On considère ces deux 
mesures sur la o-algèbre % engendrée par toutes les & (4) — E (æœ, t}, 
tE T, où T — [0, +] est un segment de droite réelle. 

On peut construire des exemples simples de mesures de probabi- 
lité orthogonales P et P, en s’adressarit aux propriétés locales des 
trajectoires (voir $ 7 du chapitre I). 

Si, par exemple, 

A_nAnB (0) Fe 
lim A _pAnB: (0) — © (3.1.9) 


*) Voir, par exemple, [8], page 127. Er 
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OU 


A_pAnB (0) 
a M | 
5 AB) 


les mesures de rs Pet P, sont orthogonales. 

En effet, en supposant observée la seconde des conditions (3.1.9), 
par exemple, et choisissant une fonction Ô (h}) telle que pour k — 0 
On ait 

A-RARB (0) 


Lino ==: — 0 
ni Ô () 
et 
! A-nAnB1 (0) 
lim -—"—— — ©, 
10 60) _ 


pout { donné, on a avec une probabilité égale à 1 les relations 
suivantes : 


LMEGOL - | O0 par rapport à P, 

a o 82h (A) co par rapport à P;, 

pour une suite k—h,, nr—1, 2, ... décroissant suffisamment 
rapidement (rappelons ici que A_,A,B(0)=MIA;É(#]?). On voit 
que les mesures de probabilité P et P; ont des porteurs À et À; 
disjoints de la forme 


ARE (©, #) 
ou {(o: ne EAU 0} 
et 
…. | JAnË (wo, t)1 
À, — {o RON 51/2 (n —= 00 }. 
Ainsi, 


les mesures de probabilité P et P, sont orthogonales lorsque n'est 
pas.observée la condition *) 
A_nARB (0 ) Lo 
AB: OS CL: [(3.1.10) 
Compte tenu des propriétés des trajectoires décrites dans le théorè- 
e 5 du chapitre I, on peut obtenir des exemples assez généraux de 
distributions orthogonales P et P.. 
Posons 


b (1) = B (1) — Bi (D. 


+) La relation « < B pour les variables & et B signifie que d <a <& 
g œ/f <c2 < © pour certaines constantes « et ç2. 
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Pour plus de simplicité supposons vérifiée la relation (3.1.10). Nous 
allons montrer que 
si La condition 


ÀA_;Anb (0) = o {A_,A,B (0)} (5.1.1) 


n'est pas vérifiée, les mesures gaussiennes P et P, sont orthogonales. 
En effet, en vertu du théorème 5 du chapitre I les grandeurs 


N— 


[A hË (kh) : ArARB (0) 
n@)=[1- +54 nn (0) | 'AcnARb O0) — 
N-1 
| 1 ni. _[AnËé (xh)f, _A-nAnBi ( Se + 4 


N ; ApAnB1 (0) À-pA pb (0 
hk=— 


{où N = [t/h}) 


sont telles que pour une suite h — h,, n — 1, 2, ..., décroissant 
suffisamment rapidement et satisfaisant à la condition 
A-rAñB (0) & A_hARB; (0) KL | 


AA) 7 An) 7 
on à avec une probabilité égale à l’unité 
P, 
P; 


eue) 


O0 par rapport 


lim n (4) = {, ve (8.1.12) 


©" 


On voit que si la condition (3.1.11}) n'est pas vérifiée les mesures 
gaussiennes P et P, sont orthogonales. 
Nous allons montrer encore que 
les mesures gaussiennes P et P, sont orthogonales si n'est pas vérifiée 
la condition 
| N—1 n 
AuAb(O=0 {+ S IAB (—j)nP}" . (8.148) 


k, i=0 


En effet, les grandeurs n (k) décrites ci-dessus ont par rapport aux 
distributions P et P, les moyennes égales à 0 et 1, et les variances 
respectives (voir formule (1.7.14)) sont 

9 N—1i 9 N— 
er D [AB ((k—))P LE [A_nAnB((k—j)R)P 
k, i=0 et — hi= nn. 
[A_nApb (0)]2 : la. -hAnb Anb (0)12 | 


de telle sorte que si la condition (3.1. 13) n'est pas observée on peut 
trouver une suite hk — h,, n — 1, 2, ..., vérifiant les relations 
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fimites (3.1.12). Dans ce cas les mesures gaussiennes P et P, ont des 
porteurs disjoints de la forme 


A={o: lim n(o, h;,)=0)} 
hn—0 
et | 
A={o: limn(o, hk,)=1}. 
hn—0 


Rappelons que, dans le lemme 4 du chapitre I on donne une esti- 


— 


mation de l'expression D [A _,A,B ((kx — j)h)l?. Compte tenu de 
0 


> J— 
cette estimation et des résultats obtenus ci-dessus il vient que 
les mesures gaussiennes P et P, sont orthogonales si ne sont pas vé-. 
rifiées les conditions suivantes : 


AAnb (0) =0 {1h |" |A A»B (0)|} (3.1.14) 
dans le cas où 
h 
ro = 0(1), (3.1.15) 
et 
AA pb (0) =0{h[A_;,A,B (0) 1/7} (3.1.16) 


dans le cas contraire. 

A partir de (3.1.14), (3.1.16) on peut trouver des conditions spec- 
trales pour lesquelles les mesures gaussiennes P et P, sont orthogona- 
les. Soit £ (4) un processus stationnaire de densité spectrale f (À) par 
rapport à Pet f, (À) par rapport à P,. Dans ce cas (voir chapitre I, 
$ 7, point 1) sous la condition 


lim f (A) |A [—0 (31.17) 
À +00 


la grandeur AÀ_,A,B (0) est telle que 
lim 2-4BQ 0, 
h>0 pa 

et sous la condition 


lim 1f (A) — fr (JL IA (00 (3.1.18) 
avec f(X)>f1(à), la grandeur A_,Ab (0) satisfait à la relation 
A_hAnb (0) _ 


—<;i-2 — 00 


n=0 [afp 
On voit que pour p<a+— la condition 


A_nAnb (0) =O{IR TER, 
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et d'autant plus (3.1.14) cessent d'être vérifiées. Par conséquent 
pour les densités spectrales f (À) et f, (à) satisfaisant aux conditions 


(3.1.17) et (3.1.18) avec 1 < a & 2 et B La ++, les mesures gaus- 


siennes P et P, sont orthogonales. 

Pour conclure nous allons envisager encore un exemple de mesu- 
res orthogonales P et P, dont les fonctions de corrélation B (t) et 
B, (t) satisfont aux conditions du théorème 6 du chapitre T, les déri- 
vées B” (t) et B (t) faisant des sauts de grandeur différente en un 
point £{ de l'intervalle T — (0, +): 


B'(t— 0) — B' (t + 0) Bi (t — 0) — B; (é + 0) 


(à la page 121 le lecteur trouvera des exemples de fonctions de corré- 
lation de ce genre). En vertu du théorème 6 du chapitre I dans ce cas 
les porteurs disjoints des mesures gaussiennes P et P, sont les ensem- 
bles 


A={o: limn(o, k»)—B'(t—0)—B'(t+0)} 
hn—0 


et 
A={o: limn(o, k»)—B;(t—0)--B;{t+0)}, 
hn0 
où 
; N—1 
n@)=hk 12 SALE (Eh) ASE (HR) 
k—0 
et h,, n — 1, 2, ..., est une suite décroissant assez rapidement. 
5. Notions de base sur les distributions gaussiennes équivalentes. 
Soient E (f}, —oo <Z { <Z oo, un processus gaussien stationnaire, 
E (1) — | eiME (dà) (3.119) 


sa représentation spectrale et P une mesure de probabilité sur la 
o-algèbre A (T) engendrée par les grandeurs Ë () — £ (w, t) sur Q, 
le paramètre { parcourant un certain ensemble 7 de la droite réelle. 
Supposons que la valeur moyenne de ce processus stationnaire est 
nulle et que la mesure spectrale est F (dA). Soit P, une autre mesure de 
probabilité par rapport à laquelle on a un autre processus stationnaire 
E, (t) de valeur moyenne nulle et de mesure spectrale F, (dh) : 


Es (6) — E (t) — a (t), 
a (t) étant la valeur moyenne des grandeurs initiales & (f), soit 
af =ME(), te. 
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Lors de l’étude des mesures gaussiennes P et P, sur la c-algèbre 
X.(T) on peut passer des variables initiales (3.1.19) à leurs combinai- 
sons linéaires de la forme 


n (9) = | 9 @) ® (&), (3.1.20) 
où 
p{A) = D creirt, (3.1.2) 
k 
Li, . .., t, € T, et ©, ..., c, sont des coefficients réels. 


Désignons par LY l’espace linéaire de toutes Les fonctions (À) 
de la forme (3.1.21). Les grandeurs n (o), ® € LF, représentables par 
la formule (3.1.20) peuvent être considérées comme une fonctionnelle 
gaussienne dans l’espace Z?F. Posons 


a (p) = Ming}, € Lfr. (3.1.22) 
Notons que a (g) — > cza (t:) pour (A) == y cent, 
k k 


Considérons LT comme un sous-espace de l’espace hilbertien 
Lr (F) de produit scalaire 


@ Dr= | PA) (GA), (3.1.23) 


F (dk) étant la mesure spectrale du processus stationnaire Ë (4) par 
rapport à la distribution P. Rappellons que Ly (F) est la fermeture 
de l’espace ZLY par rapport au produit scalaire (3.1.23). En même 
temps nous re envisager 7 comme un sous-espace dans |’ espace 
hilbertiea L+ (F;,) de produit scalaire (y, )r, Fi (dA) étant ici 
la mesure spectrale du processus stationnaire E, (t) — E (t) — a (é) 
par rapport à la distribution P,. 

La fonctionnelle aléatoire n () du paramètre fonctionnel œ@ (à) € 
€ LY donnée par la formule (3.1.20) a pour fonction de corrélation 


B (p, +») = (p, Ÿ}r, p, Ÿ € LT, (3.1.24) 
par rapport à la distribution Pet 
B; (q, D) = (p, Vdrs 9, Ÿ EL, (3.1.25) 


par rapport à la distribution P.. 
Il est évident que si pour une certaine fonction @ (4) € LT on a 
I pr = 0, mais |  [r, = 0, les mesures P et P, sont orthogona- 
les car 
P{n(g)—0}=1, P,in(g) —=0}—0. (3.1.26) 


De plus 
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les mesures de probabilité P et P; sont orthogonales quand n'est 
pas vérifiée la condition *) 
Hole RS rs p € LA. (3.1.27} 


En effet, si par exemple existe la suite p, (à) € LT, n—1, 2, 
telle que 
Pa Nr = 1, où = [| Pa l#, — O0 pour n — ©, 
on à 
= a = 1 —x2/2 
P{|n(pr)—a(pn)| < Ÿ 01} = | VE ‘ dx —+ 0, 


Ix—a(pn)1< VOn 


Pi{In(qn)—e (on) <Vor= | de e-2 dx +1. 


Von 
On obtient des relations analogues dans le cas où 
Pr Île, = 1, fn +0 pour n —+ oo, 


loc < 


de sorte que (voir la condition (3.1.5)) les mesures de probabilité P 
et P, sont orthogonales. 
La condition (3.1.27) signifie en particulier que les espaces hil- 
bertiens Lr (F) et Lr (F,) coïncident : 
Lr (F) DE Lr (Fi), 


la relation (3.1.27) étant vérifiée pour tous les œ (à) € Lr (F) 
(p € Lr (Fi)). 

Puis nous allons considérer la valeur moyenne (3.1.22) de la 
fonctionnelle aléatoire n (@), o € LT, par rapport à la mesure de pro- 
babilité P.. 

Il est évident que si.a (p) =£ O0 pour || @ [Ir — 0, les mesures P 
et P, sont orthogonales, car soit || @ {|r, 0 et les relations (3.1.26} 
sont vérifiées, soit || p || #, — 0 et alors | 


P'{n(p) = a (p)} = 0, 
P, {n (@) = a (}} = 1. 


Ceci signifie que pour des mesures non orthogonales la valeur moyen- 
ne a (p}, o € LY, est une fonctionnelle linéaire dans l’espace hilber- 
tien Lr (F). Nous allons montrer que 

pour des mesures non orthogonales P ei P, la valeur moyenne a (œ), 
p € LT, est une fonctionnelle linéaire bornée dans l’espace hilbertier 


Lr (F). 


(3.1.28) 


*) Rappelons que la relation | |» >< | ®lR signifié 0 < 
< 11p Ur/1lp Ir, & c2 << œ, où « et cz sont des constantes. 
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En effet, on peut considérer que la condition (3.1.27) est remplie, 
alors dans ce cas, si a (@,) — o pour  —+ oc pour une suite , (4) € 


€ LT telle que ©, — || Île, * | Pa IL r — 1, on a 
ss À a 
P {n (qr) > Va (Pn)} = VA À erx#2 dx —+ 0, 
Va.) 
1 n —x2/20° 
Pin (Qn) > Va (pr}} = —=— e n dx — 1 
V2 
TR tn VO) 


et ceci signifie que les mesures P et P, sont orthogonales (voir la con- 
dition (3.1.5)). 

Soit Pr, Po, . . . € LY une suite quelconque de fonctions, com- 
plète tant dans l’espace hilbertien L, (F) que dans l’espace hilber- 
tien Lr (F;) (rappelons que le sous-espace LT de toutes les fonctions 
de la forme (3.1.21) est dense partout tant dans ZL- (F) que dans 
Lry (F,)), et soit À la o-algèbre engendrée par toutes les grandeurs 
Nr = N (px), 4 — 1,2, ..., de la forme (3.1.20). 

emme 1. Les mesures gaussiennes P et P, sont équivalentes sur 
la o-algèbre À (T) si et seulement si elles sont équivalentes sur la o-al- 
gèbre A & A (T). 

Démonstration. Supposons que Pet P, soient équiva- 
lentes sur %. Chaque élément (À) —eit dans l'espace Lr (F) 
est la limite des combinaisons linéaires de la forme w, (à) = 


— D, CrnOx (à), et par conséquent pour n —> co 
k 


ME (6) — n (ba) = || ein, (à) IE — 0. 


Pour les mesures P et P, équivalentes la condition (3.1.27) se trouve 
vérifiée et la valeur moyenne a (+) est une fonctionnelle linéaire con- 
tinue de sorte que 


Mi 1 (6) — 0 (bn) = Ie — Pr (À) fi + la (ft) — a (pa) — 0. 


Par conséquent, pour une suite ny, k — 1, 2, . .., croissant suffi- 
sammeñt rapidement on a 


É(o, ?) = lim n (&, Var) 


presque partout tant par rapport à la mesure de probabilité P, que 


par rapport à P,. Il est évident que les grandeurs Ë (w, t}, définies 
d’une part par la relation limite 


E(o, 9 =lim n(0, 4) 


pour les @ € Q pour lesquels la limite mentionnée existe et d'autre 
part par l'égalité Ë (w, t) — 0 pour les autres w € {, seront équiva- 
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lentes aux grandeurs initiales £ (&, {) au sens de la condition (3.1.7). 
Ces grandeurs sont mesurables par rapport à la o-algèbre X* qui 
complète la o-algèbre À initiale par des ensembles de probabilité 
© (par rapport aux distributions P et P, équivalentes sur À). Il est 
clair que les mesures de probabilité P et P, seront équivalentes sur 
A* et d'autant plus sur la o-algèbre + engendrée par les € (t), 
t € T. Compte tenu de la relation (3.1.7) on voit que P et P, seront 
équivalentes sur la o-algèbre A (T}, ce qu'il fallait démontrer. 
Soit % la o-algèbre engendrée par les grandeurs 1, (o) — n(w, px) 
sur Q, où y (à), # = 1, 2, ..., est un système quelconque de 
fonctions de ZF, complet dans les espaces ZL- (F) et Lr (F,). Soit X, 
la o-algèbre engendrée seulement par les grandeurs nx, # — 1, ... 
..., n. Il est évident que Ÿ est la o-algèbre minimale, contenant 


toute la suite N, = Ü2  . .., ce qui symboliquement peut s’écri- 
re comme 
À = lim YA.. 
Ti — CO 


Considérons les mesures gaussiennes P et P; équivalentes. sur 
la c-algèbre Y. Soit 


_. P, (do) 
P () 0 P (do) 


leur densité sur Ÿ. | 
Les mesures P et P, sont évidemment équivalentes sur toute 


o-algèbre %’ contenue dans A, et pour la densité correspondante 
p'(w) — P, (dw)/P (dw) (mesurable par rapport à {'} on a 


P,(4)= | p'(&)P(do)= | p(a) P (do) 
A A’ 


quel que soit l’ensemble À” € %'. On voit que la densité p’ (w) 
coïncide avec l’espérance mathématique conditionnelle p (w) (par 
rapport à la o-algèbre %'): 


p'(o) = M {p (o)/Y”}. (3.1.29) 


En vertu des propriétés bien connues des espérances mathématiques 
conditionnelles *), pour les densités p, (&) — P, (do)/P (do) et 
sur les o-algèbres À, À représentables sous la forme 


Pn (@) = M {p (oW/A,}, n — 1,2, ..., (3.1.30) 
avec une probabilité égale à l’unité on a 


p(o)— lim p, (©) (3.4.31) 


*) Voir, par exemple, [12]. ? 
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(la relation limite (3.1.31) se trouvant vérifiée, également en moyen- 
ne). Considérons une densité arbitraire p’ (w}) de la forme (3.1.29). 
En utilisant l'inégalité bien connue *}, pour la fonction convexe 
log x on a 


log p° (w) = log M {p (o)%'} > M { log p (o)/Y'} 
et par conséquent 
M log p° > M log p. (3.1.32} 


En vertu de cette inégalité générale, pour une suite de densités du 
type (3.1.30) on obtient 


M log p, > Mlog p: > ... 
Comme M log p, > M log p, avec M log p => — il existe pour 


la suite monotone ; M log p,, n = 1, 2, ..., la limite finie 
lim M log p,. (3.1.33} 
fi © : 


Ci-dessous nous montrerons (voir théorème {) qu'effectivement on a 
M log p >> — oo. 

Ainsi, la densité p (©) — P;(do)/P (dæ) sur la o-algèbre % 
(donc également sur la o-algèbre À (7)) peut être obtenue (et nous le 
ferons plus loin) à partir d’une relation limite de la forme 


log p (©) — lim log p, (@) — lim M log p, (w) + 
AN —+ 00 n-+ 00 


+ lim [log p, (©) — M log p, (w)]. (3.1.34} 


A 00 


$ 2. Conditions d'équivalence des mesures 
gaussiennes 


--1. Conditions d'équivalence liées à l’entropie des distributions. 
Considérons les mesures gaussiennes P et P, sur la o-algèbre A (T} 
engendrée par toutes les grandeurs n (}) — q (w, œ) de la forme 
(3.1.20) sur l’espace de probabilité Q, où le paramètre fonctionnel 
(A) parcourt l’espace linéaire ZT. Nous allons supposer remplie la 
condition (3.1.27), lorsqu'elle cesse de l'être les mesures P et Fr 
sont orthogonales. 

Soit Nx = 1 (x), k — 1, 2, .,., une suite de grandeurs de la 
forme (3.1.20), où 4, Po, . < La est un système complet de fonc- 
tions linéairement dehendanrés. dans chacun des espaces hilber- 
tiens Lr (F) et L- (F,)et soit À la o-algèbre engendrée par toutes ces 
grandeurs. Sur chacune des c-algèbres A, engendrées par les gran- 
deurs nx = 14 (@) sur Q@, k = 1, . .., n, les mesures gaussiennes P 


*) Voir [12]. 
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et P, sont équivalentes du fait que, la condition (3.1.27) étant sup- 
posée vérifiée, les matrices de corrélation correspondantes {B (4, j)} 
et {B, (k, j)} sont régulières. 

Considérons la mesure gaussienne P, sur la o-algèbre %, engen- 
drée par tous les ensembles de la forme 


A is ses Mn] € T'}, 


où T sont des ensembles de Borel de l'espace vectoriel R* à r dimen- 
sions. Soit (a, . .., a,) la valeur moyenne par rapport à la mesure 
de probabilité P,, c’est-à-dire a; — Min (px), # = 1, 2, ... On a 
alors 


P{(4)= | fier an) des, ..., das, 


R'" 
OÙ f1 (ai, . . ., ah), densité de la distribution gaussienne correspon- 
dante dans l'espace AR" des vecteurs x — (21, . .., x,), s'écrit 


ERCZT ….) En) = " 
1 Î 
eu (43 aan D}, 


D désigne ici le déterminant de la mitrice {B, (k, j)}, et {C; (k, j}} 
est la matrice inverse de {B, (k, j)}. 

Soit f (x1, - . ., x) la densité de la distribution correspondante 
P dans l’espace vectoriel R"® (ayant la même forme que la densité 
fa (ds, . . ., æ,) maïs de valeur moyenne nulle et de matrice de corré- 
lation {B (k, j)}. La densité des distributions est alors 


P; (ax) —_— fa (x ces Tr) n 
PA) — fans en? TO 


Par conséquent, la densité correspondante p, (&) — P, (dw)/P (do) 
sur l’espace initial Q est 


_ fi (@), -.., nn (@)] . 
PO Où : 


on peut la décrire par la formule suivante : 


Log pr (@)= log — + Di [C1(j, #) (5 (0) — a,) (mx (0) — a) — 


j, k=i 
—C(ÿ, k)n;(o) n: (@)], (3.2.1) 
D et D, désignant les déterminants des matrices {B (j, k)} et 


{B, G, k}}, k, j —1,...,n,et {C (j, k)}, {C; (, k}} les matrices 
inverses de {B (j, k)} et {B, (j, k)}. 
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Dans le sous-espace engendré par les éléments m1, . .., q 
on peut trouver une base m,,, . . ., ®,n dans laquelle les deux formes 


bilinéaires positives B (o, 1) et B, (, 4) se ramènent à une forme 
diagonale, soit: 

L 1 pour k—j, 

(Pan, on) =] O0 pour #=£ j; 


OÊn pour k— j, 
Bi(Qun; qi) | 0 pour k=£ j. 


La densité p, (o) = P: (dw);P (do) sur la o-algèbre À, est alors 
donnée par la formule suivante [comparer avec (3.2.1)]: 


Pn (@) = —"— exp fs [Me GE — ni, (w) | } : 


R=A 
(3.2.2) 
avec 
Man = 1 (Pan); &nn = M;in (Din); 
ER RS 2 
Il est facile de voir que 
T 
Lis 4 1 An 
Miogpn=r À (ln +1). 
1 : a 2 2 
M; log Pr > (— 10g GËn + GËn — 1 + aËn); 
a (3.2.3) 


1 S (1—0?,)2+ 20, 


Le - : 
2 Oin 


D log p, — 


k=1 
Di log pa D [(1— 04h)? + 20ndfn], 


Dn et Din désignant les variances par rapport à P et P.. 
Définissons sur la o-algèbre A' ZA la distance entropique r (X'} 
entre les mesures gaussiennes équivalentes P et P,: 


r (A) = [M log P Go) + M; log P; Go) | ; (3.2.4} 
En vertu de l'inégalité générale (3.1.32) on a 
r (A")<r (2) pour VE A”. (3.2.5) 
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Posons r,x=r{%:) Comme Ye ..., la suite r,, n—1, 
2,..., est monotone croissante. 
On tire des formules (3.2.3) que si 
infoihn—0 ou supoir = 0, (3.2.6) 
R,n kR,n 
on a 
Jim r, — 0. (3.2.7) 
> 00 
Si au contraire 
in ÿ< À, (3.2.8) 


ce qui de toute évidence équivaut à (3.1.27), on a alors 
_— 1 K— log of + ob — 1 X (1— 0) 
n 


et donc 
MI — log p:] < M log p, = D log p, < D; log pr 


RTK À Ich) + al. (8.2.9) 


Lemme 2. Si la relation (3.2.7) est vérifiée les mesures Pet P, 
sur la o-algèbre À sont orthogonales. 

Démonstration. Le cas où la relation (3.2.6) est vérifiée 
a déjà été étudié ci-dessus (voir la condition (3.1.27))}. Nous avons 
montré que dans ce cas les mesures de probabilité P et P, sont ortho- 
gonales. 

Supposons vérifiée la relation (5.2.8) (ainsi que (3.2.9)). Pour une 
suite d’ensembles À, € À, de la forme 


— = {log pr — M log », >5Fm}= = OX Ÿ—log pr ge 
+ M, log p, > + sn} 


on a en vertu de l'inégalité de Tchébychev les relations limites sui- 
vantes : 


le Tn 
pat 
et 
. D; log pr À, 1 
2 
EN 


ce qui montre que (voir la condition (3.1.5)) les mesures de probabi- 
lité P et P, sont orthogonales. Le lemme se trouve ainsi démontré. 
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Lemme 3 Si 
lim r, << co (3.2.10) 


AR + 00 
les mesures de probabilité P et P, sont équivalentes sur la o-algèbre X . 


Démonstration. Supposons, par exemple, que la mesure 
P, ne soit pas absolument continue par rapport à P. Ceci signifie que 
pour un ensemble À € À on a 


P(4A)=0, P,(4) #0. 


T1 est évident qu'il existe une suite d’ensembles À, € %, tels que 
P;, (404:) — O0 pour nr — oc avec P, — P + |’, et par conséquent 
pour ces ensembles on a 


P(4c4,)—+ 0, P, (404,) + 0, 


Considérons la o-algèbre A; contenant en plus de l’ensemble vide 
et de tout l'espace seulement l’ensemble À, et son 


La densité p, tail — P, (dw)/P (dw) sur %, est égale à = 


Pi (4n) 


P(A)  POUr o 6 À,, et 


5 € A, et à 


An 
M, log p4 = log RE P, (4,) + log RE — Pi (An)} 
Comme P,(4,)— P,(4)>0 et P(4,)— P(4) —=0, on a 
M.log pa oo pour ñn— œ. En vertu de l'inégalité générale (3.1.32) 
on à 

— M, log Pn < — M, log Pn < Tr; 


où comme précédemment p, (wo) = er désigne la densité sur 
la o-algèbre A, = Un. Ainsi, si la mesure P, n'est pas absolument 
continue par rapport à P, on a r, — oc pour ñ —+ oo. Des raisonne- 
ments analogues donnent le même résultat quant à la mesure P qui 
n'est pas absolument continue par rapport à P,. Par conséquent, sous 
la condition (3.2. 10) les mesures P et P, sont équivalentes sur la 
o-algèbre À, ce qu’il fallait démontrer. 

Les lemmes 2 et 3 démontrés ci-dessus conduisent au résultat sui- 
vant *), 

Théorème 1. Les mesures gaussiennes P et P, sont soit équi- 
valentes, soit orthogonales ; pour qu'elles soient équivalentes sur la o-ul- 
gèbre X (T) il faut et il suffit que soit vérifiée la condition (3.210). 


*} Ce résultat a été obtenu par J. Hajek: « Sur une des propriétés des répar- 
tilions normales d'un processus stochastique arbitraire». Revue mathématique 
tchécoslovaque, 8 (1958), pp. 610-618. 


à: CONDITIONS D'ÉQUIVALENCE DES MESURES  AUSSIENNES 97 


Soit P° une mesure gaussienne d'espérance mathématique nulle 
et de même fonction de corrélation que P,. Le théorème 1 et Ia 
relation (3.2.9) permettent de déduire la propriété importante suivan- 
te. 

Théorème 2 Pour que les mesures gaussiennes P et P, 
soient équivalentes il faut et il suffit que le soient les couples P et P*, 
P'et P;, la densité P, (dw)/P (do) des mesures équivalentes P et P, 
étant 

Pi (do) __ P;(dw) Pf(dw) 
P(do)  P9(dw) P({dw) ‘ (3.2.11) 


(Rappelons que nous envisageons le cas où P — P°, 
. 2. Conditions d'équivalence liées aux espaces hilbertiens L+ (F) 
et L-(F,). 

Soient  P et P, des mesures gaussiennes sur la o-algèbre A (7) 
engendrée par toutes les grandeurs n (œ) de la forme (3.1.20), où le 
paramètre fonctionnel œ (À) parcourt l'espace L?. Le théorème 2 
permet d'envisager séparément deux cas. Dans le premier cas coïnci- 
dent les fonctions de corrélation B (@, #5) = (œ, w}# et B, (œ, vw) — 
— (p, W}r, pour tous les p, ÿ € LT: 


(P; Ÿ)r er (P; Ÿ)Fe (3.2.12) 


Dans le second cas la valeur moyenne M,n (œ) est nulle. 
Commençons par le premier cas quand les mesures gaussiennes 
P et P, ne diffèrent que par leur valeur moyenne: 


Mn (p) = 0, Min (po) = a (y), € ZLr. 


Théoreme 3. Sous la condition (3.2.12) les mesures gaussien- 
nes P et P, sont équivalentes si et seulement si la valeur moyenne a (®) 
est une fonctionnelle linéaire continue dans l'espace hilbertien Lx (F): 


a(p) = (p Dr PELY, (3.2.13) 


où w (À) est un élément donné de L, (F\. 

Démonstration. Dire que la fonctionnelle linéaire a (op) 
dans l’espace hilbertien Z+ (F) est continue équivaut à dire qu’elle 
admet une borne, ce qui a été établi plus haut dans le cas des mesures 
gaussiennes (voir $ 1, point 3). 

Supposons que la valeur moyenne a (œ) soit une fonctionnelle 
linéaire continue. Comme toute fonctionnelle linéaire continue 
a (p), ® E LT, admet la représentation (3.2.13), où l’élément d (À) € 
€ Lr.(F) est défini d'une manière univoque car le sous-espace ZLY 
est compact dans Ly (F). Soit p;,, po, . . . € L% un système ortho- 
gonal complet dans L}- (#). Comme le permettent de voir les formu- 
les (3.2.3), la distance entropique entre les mesures gaussiennes P 


1—-0191 


98 DISTRIBUT GAUSSIENNES ÉQUIVALENTES ET LEURS DENSITÉS [CH. IIE 


et P, sur la o-algèbre Y, engendrée par les grandeurs 19: = 1x), k# — 
== 1, ...,n, est | 


nt 
Tn=2 D a 
BA 
avec ar — & (pk) et 


limr,=2 D a—2 À (qu, DE = 2/4} < 00. 
Ti 00 k=1 B=1 
La condition (3.2.10) se trouve ainsi remplie et par conséquent (voir 
le théorème 1) les mesures gaussiennes P et P, sont équivalentes sur 
la o-algèbre À — lim YX,. En vertu du lemme ceci prouve l’équiva- 
lence de P et P;, sur la o-algèbre À (T). Le théorème se trouve ainsi 
démontré. 
Considérons maintenant des mesures gaussiennes P et P, sur la 
o-algèbre Y (7) de mêmes valeurs moyennes, égales à zéro. 
Définissons l'opérateur À de l’espace hilbertien L, (F) dans l’es- 
pace hilbertien L+ (F,) en posant 


Ag Q) = 4) (3.2.14) 


pour tous les @ (À) € LT. Comme précédemment, nous allons suppo- 
ser remplie la condition (3.1.27), au cas contraire les mesures P et 
P, sont orthogonales. Cette condition équivaut à dire que l’opéra- 
teur À admet une borne et que l’opérateur inverse en a une ; on peut 
également écrire cette condition comme suit: 


A*AÂYXE, (3.2. 15) 
où A* est l'opérateur conjugué à 4, £ l'opérateur unitaire et la + 
lation (3.2.15) signifie que 
I(A4*A4) o Ir XX Hpllr, 9€ Lr (F). 
Pour plus de clarté remarquons que 
(A* Ag, b)r — (4, Ab)», = (9, Dir, (3.246) 


pour ®, Ÿ quelconques. 
Considérons la différence 


— E — AA. (3.2.17) 


Lemme 4. Si l'opérateur À est complètement continu, la condi- 
tion (3.2.15) et avec elle la condition (3.1.27) sont vérifiées si et seule- 
ment si l'opérateur À n’admet pas l'unité comme valeur propre. 

Démonstration. Ilest évident que la condition (3.2.15) 
équivaut à dire que l’opérateur A*A admet une borne de même que 
l'opérateur inverse (A*A})"1. | 
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L'opérateur A*A étant positif, la différence À == £ — AYA est 
telle que 


Ô— sup (Ap, p<1. 
Hplir=1 


On a 
(®, P}r Fe (A*A®, P}r < Ô (p, P)r 
(A*AP, p}r > (1 — 6) (p, Phr. 


Par conséquent pour 8 -£1, l'opérateur borné (4*A)-1 existe. 
D'autre part, si À est une valeur propre de l’opérateur ÆE'— A*1A, 
o se trouve être une valeur propre de l'opérateur A*A et par consé- 
quent l'opérateur inverse (A*A4)-1 n'existe pas. | 

Théorème 4. Pour que, sous la condition (3.1.27), les mesures 
gaussiennes P et P, soient équivalentes il faut et il suffit que À = E — 
— AA soit un opérateur de Hilbert-Schmidt *). 

Démonstration. Soit la représentation spectrale de 
l'opérateur symétrique borné A : 


A= (HE (au), 


où E (du) est une famille spectrale d'opérateurs de projection (« dé- 
veloppement de l'unité »}. Il est clair que 


A*A — | (4 — u) Æ (du). 


Supposons que le spectre de l’opérateur A ne soit pas purement 
discret. Dans ce cas il existe à l'extérieur d’un voisinage (—e€, e) une 
infinité de points du spectre, et par conséquent un nombre infini 
d'intervalles disjoints [uz, dps1l, k = 1, 2, . .., tels que les sous- 
espaces orthogonaux invariants de la forme 


E lue nul Lr (P) 


soient tous non nuls. Choisissons dans chacun de ces sous-espaces un 
élément correspondant x, || @x [lr = 1. On a 


Où pour j —%, 


(A*APr, Pjdr — (Pr, epr.= | 0 pour j £k 


———_— 


. *) Rappelons ici que l'opérateur de Hilbert-Schmidt est un opérateur 
complètement continu, dont le système complet de valeurs propres 14, U2s .- 


satisfait à la condition D << æ. Le théorème 4 a été formulé par Feldman 
$ À ne és 
[J. Feldman, Æquivalence and perpendicularity of Gaussian processes, Pacif. 


J, Math. 8 (1958) 699-708; 9 (1959) 1295-1296]; on peut facilement l'obtenir 


à partir du théorème 1, alors que la démonstration donnée par Feldman est 
très compliquée. | 


7% 
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avec 
ur LT — Élu, (1 — où) > e?. 


La distance entropique r, entre les mesures gaussiennes P et P, 
sur la o-algèbre YX, engendrée par les grandeurs 14 — 1 (@x), # — 
— {, ..., n, est telle que (voir (3.2.9) 


n 
Tan A > (1— 02) >e°n. 
k=1 


On voit que r, —- © pour # —+ co et en vertu du théorème 1 les mesu- 
res gaussiennes Pet P, sont orthogonales sur la o-algèbre X = lim Y, 


ni co 
Ainsi, pour les mesures équivalentes P et P, le spectre de l’opé- 
rateur À (et donc également de l’opérateur A*A} est purement dis- 


cret. Si P1, De, . . . est un système orthonormé complet de fonctions 
à valeurs propres 4, M2, . - ., la condition 
D pè < 00 (3.2.18) 
k 


équivaut à 


lim r, + È (1— 0f} < o, 
OÙ Où — 1 — pu}, k — 1, 2, . .., est un système complet de valeurs 
propres de l’opérateur A*A, et r, la distance entropique entre P et P, 
sur la due A engendrée par les grandeurs 1: — n (@:), # — 
— 1,..., n. Ainsi (3.2.18) (avec la condition (3.1.27)) est La condi- 
tion nécessaire et suffisante d'équivalence des mesures P et P,, ce 


qu’il fallait démontrer. 
Notons que la condition (3.2.18) peut s'écrire sous la forme 


À, (APr: PF < 00 
et que pour tout système orthonormé V4, %Ÿ, ...€ Lr(F) on a 
2, A, pot = ZIX A, borl- 
= Dave ÊTZ A, pole 
= 224, April DAEAILE 2 (Apr, PH, 


notant que pour un système orthonormé complet 4, #2, . .. les 
inégalités correspondantes deviennent ici des égalités strictes. 

Il est facile de voir que l’opérateur A est un opérateur de Hilbert- 
Schmidt (donc le spectre est discret et le système complet de valeurs 
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propres satisfait à la condition (3.2.18)) si et seulement si pour un Sys- 


tème orthonormé complet ,, ps, . .. quelconque on a 
2 (Az, P5F < 00. (3.2.19) 
E 


Cette condition peut. s'exprimer directement par les fonctionnelles de 
corrélation des distributions P et P,, en effet 


(Ap, Pr = (p, V)r — (A*AG, Ÿhr — 
— (p, Ÿr — (p, Vor, — B (y, Ÿ) bc B; (p, Ÿ) 


pour , Ÿ € Lr (F) quelconques. Ainsi, sous la condition (3.1.27) 
pour assurer l'équivalence des mesures gaussiennes P et P, il faut et il 
suffit que pour un système orthonormé complet quelconque @:, po, ...,€ 
€ Lr (F) on ait 


22,b (px. p;} << 00, (3.2.20) 
où | 
b (p, v) — B (p, p) — B (9, p), p, Ÿ € Lr (F). 


Exemple. Soit 7 — (—oo, w) la droite réelle achevée. 
Dans ce cas Lr (F) est la famille de toutes les fonctions (À) telles 


que ( | ® (À) |? F (dÀ) << co. La condition (3.1.27), signifiant en par- 


ticulier que | F(dà) >= | F; (d\), équivaut à ce que les mesures spec- 
A À 

trales Æ et F, sont équivalentes et leur densité f (À) — 

— F, (dA)/F (db) satisfait à la condition f (À) = 1 pour presque tous 

les À. On peut facilement trouver l'opérateur A*A à partir de l'égalité 


(A*AP, Yir = (D, Vhr, = (f9, V)r, P, Ÿ € Lr (F). 


Notamment, comme f (œ) € L+ (F), A*A est l'opérateur de multipli- 
cation par la densité j (À). Par conséquent l’opérateur À — Æ — A*A 
est celui de multiplication par la fonction { — j (À). Il est évident que 
pour que la fonction œ (4) soit une fonction propre dé l'opérateur À, 
il faut et il suffit que p (À) — 0 presque partout à l’extérieur de l’en- 
semble {À: 1 — ÿ (à) — u}, où u désigne la valeur propre correspon- 
dante. Il est facile de voir que À n’est un opérateur de Hilbert- 
Schmidt que si À — f (À) — 0 presque partout par rapport à la partie 
continue de la mesure spectrale F (dk) (c'est-à-dire que les parties con- 
tinues des mesures spectrales F et F, coïincident) et que pour la partie 
discrète concentrée aux points 4, À», . . on ait la condition 
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où 


one __4 __ Fa) . 
ur = 1 Î (a) - 1 Fu) : k=1, 2; s….) 


est un système complet de valeurs propres non nulles correspon- 
dant aux fonctions propres de la forme 


0 pour À = + L 


4 pour À =» =1, 2... 


Pa (À) — 
(voir la condition (3.2.18)). 
Nous allons nous arrêter plus en détail sur la condition (3.2.20) 
et les conséquences qui en découlent. 
Considérons l'espace hilbertien L,,, (F X F) analogue à l’es- 
pace L-(F) introduit précédemment. Plus exactement, considérons 
l'espace linéaire L$,r de toutes les fonctions du type 


p,u)= D caen HE, (3.2.21) 
2. 


Où Sx, ET et cr; sont des coefficients réels, et définissons 
Lrxr(F XF) comme un espace hilbertien obtenu par fermeture 
de LYxr par rapport au produit scalaire 


(p, Vrxr = Î | (AU) VAL F(d\)F (du).  (3.2.22) 
Lorsque @', ®"ELr (F), 
p (à, u) = g’ (à) q” (u) (3.2.23) 


fait de toute évidence partie de l’espace Lrxr(F X F), le système de 
toutes les fonctions du type (3.2.23) étant complet dans Lrxr (FX F). 

Ceci découle directement de la définition même des espaces hilbertiens 
considérés L-(F) et Lrxr(F XF), compte tenu de ce que les fonctions 
p (à, u) du type (3.2.23) font partie de Lryr (F X F) quand ® et 
p” sont des fonctions du type (3.1.21) et 


lp CA, du) —19 (À, u) Hxr = 
_! Î 19 (A) ”(u) —wp" (à) #’(u) PF (dà) F (du) < 
<2 À | ie" EE" G)—4 PHP Q) PT" (u)—v" (0) PI x 
x F (à) F (du) = 2 (1 pl pp" fe 1 1 gp" — "à 


pour des fonctions quelconques æ’, æ” et ’, 4” du type mentionné. 
Soit Pi, Pr, . . . un système nt quelconque dans l'es- 
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pace hilbertien Lr (F). Il est évident qu'alors les fonctions 


Pas (À, n) = px (M) p;u), k, j = 1, 2, 


forment un système orthonormé complet dans l’espace hilbertien 
Ly.r (F X F). Sous la condition (3.2.20) posons 


D; — b (Px» Pi), k, ] = 1, 2, 


et définissons l'élément wo (à, u) € Lrer (F X F) comme suit: 
Yo (4, u)= 2 DnjPa; (à, LU). (3.2.24) 


La formule (3.2.24) donne le développement de l'élément 4 (X, Lu) sui- 
vant le système orthonormé ;; (à, u), de sorte que 


b (ps, D) = (PxP;, Vodrxr. 


On voit que cette relation peut être étendue à toutes les combinai- 
sons linéaires 


g(=Zp A) pu) = 2 Ge: (), 
de sorte que 
b (p', p) — (p'p "s Po)rxr (3.2.25) 


Par passage à la limite on peut avoir dans la relation (3.2.25) 
des fonctions arbitraires @’, ®” € Lr (F). 

D'autre part, si la différence des fonctionnelles de corrélation 
b (@’, y"), p’, ®g"E Lr(F), peut s'écrire sous la forme (3.2.25), 
pour un système orthonormé quelconque @;, P2, ... on a 


2 b (qu, PA EI bolibxr, 


donc la condition (3.2.20) se trouve vérifiée. 
La formule (3.2.25) signifie que la fonctionnelle bilinéaire 
b (®’, y’) sur Z+ (æ), en tant que fonctionnelle sur les fonctions 


correspondantes œ’ (À) o” (u) € Lrir {F X F}, se trouve prolongée 
jusqu'à la fonctionnelle linéaire continue dans l’espace hilbertien 
Lryr (F X F). 

Nous arrivons au résultat suivant, en quelque sorte analogue au 
théorème 3. 

Théorème 5. Sous la condition (3.1.27), pour que les mesures 
gaussiennes P ei P, soient équivalentes il faut et il suffit que la différence 


b (p”, p}) = B (op, p’} — B1 (p', p”), 


en tant que fonctionnelle sur les fonctions correspondantes ®’ (À) œ” (1) € 
E'Lrr (F X F), soit prolongée jusqu'à une fonctionnelle continue sur 
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l'espace hilbertien Lrir (F X F). 
Considérons l’espase hilbertion Lr;:r(F X F1) défini d’une manière 
analogue à Lr,r (F X F), avec le produit scalaire 


pren | | pG, 1) An) F (2) Fi(au) 


[comparer avec (3.2.22)]. Il est facile de voir que *) sous la condition 
(3.1.27) on a 


Lo Trxr < ID [rxr, (3.2.26) 


pour € Lrxr. Cette relation montre que les espaces hilbertiens 
Lrer (F X F) et Lryr (F X F;) coïncident : 


Lrxr (FE X F) = Lrsr (F X F4), 
la relation (3.2.26) étant vraie pour tous les 
PE Lrxr (F X F) (9 € Lrxr (FX F)). 


*)} Il faut noter que Lrar (F X F) est un modèle fonctionnel de l’espace 
hilbertien des grandeurs n (&’, ©”) sur le produit Q x @ qui est la fermeture 
des grandeurs du type 


no”, w°}= D cujE (©, sx) & (w”, 45) 
4 - 
par rapport au produit scalaire du type 
À | Ms (o', ©”) 2 (@’, ©”) P (dw') X P (do), 


Aux grandeurs mentionnées n(w'’, @”) correspondent les fonctions p{À, 1) 
du type (3.2.21) et 


À À m to’, 6) ne (@, à") P (Go) x P (da) (qu pre 
D'une manière analogue 
| Î mi (wo, &”) ne (0, w”) P (do) X P1 (dw”) (4, POFX 
La condition (3.1.27) signifie que 
À ME P (du) + À [n (wi PA Ge) 
pour des grandeurs quelconques du type 1 (@)= D cpE (o, 4). Donc sous Îa 


k 
condition (3.1.27) on a 


Me Nbxr = jean f|3[2 > a (0 1) JE", s) 


7 | P (dw”) À | > B Ch 5 6 (©, 7. (w', sp) j 
R  j 


2 
P (do) X 


Pi (dw'’}=11p psp. 
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Il est évident que sous Ia condition (3.2.26) la fonctionnelle b(p', p”) 
du type (3.2.25) se trouve prolongée en une fonctionnelle linéaire: 
continue sur l’espace hilbertien Lrxr (F X F1) et admet la représen- 
tation 


b(q’, ®") = (pp, Vhrers (3.2.27) 


où (4, u)est un élément de Ly,r (F X Fi). 

D'une manière analogue, sous la condition (3.2.26), la représen- 
tation (3.2.27) rend possible celle de la fonctionnelle b (œ’, œ’} 
par la formule (3.2.25). Maïs la relation (3.2.27) entraîne également. 
la condition (3.1.27} ainsi que la condition (3.2.26)}. Notamment, 
pour un élément quelconque @ € LT on a 


bp, @) = [le [lé — | p-[r, — (p (À) o (u), W), 
par conséquent 
Il IF — || y IF, I< Ho (À) o (u) lex: I Ÿ exp: LS 


= pl NE rs UP Mrxpie 


On voit que si [| @ ||? —> 0 on a également || q ||r, —- 0 et inverse- 
ment. Par conséquent, l’opérateur À de L+ (F) dans L- (F,) introduit 
précédemment est continu et possède un opérateur inverse À? con- 
tinu. Mais ceci équivaut à la condition (3.1.27) (voir (3.2.15)). 

Ainsi, si dans le théorème 5 on remplace l'espace Lrvr (F X F} 
par Lyxr (F X Fi), la condition supplémentaire (3.1.27) se trouve 
automatiquement vérifiée. Plus exactement on a le théorème sui- 
vant *)} 

Théorème 6. Pour que les mesures gaussiennes P et P, 
soient équivalentes il faut et il suffit que la différence 


b (gp, p”) = B (p',Ep7) — Big." p"), 


en tant que fonctionnelle sur les fonctions ®" (à) ®” (nu) € LTxr soit 
prolongée jusqu'à une fonctionnelle linéaire continue sur l'espace hil- 
bertien Lrxr (F X F,). 


$ 3. Conditions générales d’équivalence 
et formules de la densité des distributions 
équivalentes 


Soient P et P, des mesures gaussiennes sur la o-algèbre X (T} 
engendrée par toutes les valeurs Ë (#), { € T, du processus aléatoire 
& (t), stationnaire par rapport à la mesure P, T étant un ensemble 
arbitraire sur l’axe réel. 


*) Une autre formulation du théorème 6 et du théorème 3 plus simple a été 
proposée par Parzen (voir par exemple, £. Parzen, Probability density 
functionals and reproducing kernel Hilbert spaces, Time series analysis, ed. 
M. Rosenblatt, N. J., 1963). 


406 DISTRIBUT. GAUSSIENNES ÉQUIVALENTES ET LEURS DENSITÉS Î[CH. III 


Considérons tout d'abord le cas où ces mesures ne diffèrent que 
par leur valeur moyenne 


a () = Mié (), 


plus exactement quand P! = P (voir théorème 2). 

Théorème 7. Pour que les mesures gaussiennes P et P, 
soient équivalentes sur la o-algèbre À (T) il faut et il suffit que la valeur 
moyenne a (t) admette une représentation spectrale de la forme 


a(9= | e-%hp (2) F (4h) (3.3.1) 


pour tET, où vd (à) est une fonction satisfaisant à la condition 
[nb (À) |2F (GA) << oo, Pour les mesures équivalentes l'équation inté- 


grale (3.3.1) a une solution 1 (à) € Lr (F) et la densité p (w) — 
— P, (do)/P (do) est donnée par la formule 


p()= D exp {iv QD (4 } : (3.3.2) 


où 4 (À) est la solution de l'équation (3.3.1) de l'espace L, (F) et D — 


1 2 
re E: | 
UOTE ct un facteur de normalisation. 


Comme précédemment, ici Æ (dÀ) est la mesure spectrale et 
D (dA) la mesure spectrale stochastique du processus aléatoire £ (t). 

Démonstration. En vertu du théorème 3, pour que P et 
P, soient équivalentes il faut et il suffit qu'on ait la représentation 
(3.3.1) avec une fonction 4 (À) de l’espace hilbertien Z+ (F), car le 
système de fonctions (4) = eîkt, £ € T, étant complet, ceci équi- 
vaut à la relation (3.2.13). Ensuite, si la condition (3.3.1) est vraie 
pour une fonction quelconque Ÿ (À) de l’espace hilbertien ZLe_o0, 0) (F } 
de toutes les fonctions de carré intégrable, elle est également vraie 
pour une certaine fonction Ÿ (à) de l’ Le Lr (F) qui est projection 
de l’élément 1 (4) sur l’espace Ly (F) = Li_», ©) (F), car 


(eiht, 1h (À)}r = (en, Ÿo (A)}r 


pour tous les £ € 7 (quand eîikt € Ly (F)). 
__ Considérons maïntenant les mesures équivalentes P et P, et leur 
densité p (w) — P, (dw)/P (du). Soit un système complet orthonor- 


mé de fonctions ; (À), po (À), . . . € L+ (F) et considérons les den- 
sités p, (@) — Pt a sur les o-algèbres À, engendrées chacune par 


les grandeurs n: = n (px), 4 = 1, ..., n du type (3.1.20). Comme 
nous l'avons déjà noté plus haut (voir point 3 du $ 1 de ce chapitre) 
on'a 

p (o)= lim p, (a), 


Fr 00 
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Il est évident que (voir formule (3.2.2)) 
exp 3 ann ( W-3 3 4 1 }- 
= exp ren 18] | 


an = Minas = (pa; Ver, k=1, 2... 
Y(A)ELT(F) est une fonction de (3.3.1) et 


Yn (à) — 2 ax Pa (À). 


On a 
lim Ÿn (à) = lim : Ch; Pa} Pa A)=v() 
et 
Jim bn À) ln — lim 2 ai — || (À) |fr. 
Ainsi 
p(@)= lim pr (o)=exp { | #G)D(A)— ZIP GIE} ; 


ce qu’il failait démontrer. 

Nous allons passer maintenant aux mesures gaussiennes P et P, 
sur la o-algèbre À (7} de valeur moyenne nulle et de fonctions de 
corrélation quelconques. 

Soit l'espace F7, (T) introduit avec les autres espaces H, (T) 
dans le $5 du chapitre I. C’est une enveloppe linéaire fermée de toutes 
les grandeurs E (s) £ (4) — B (s, t}, s,tE€T. 

Considérons l'espace linéaire, compact partout dans Æ, (T), 
de toutes les grandeurs (représentées sous une forme symétrique) 


n = 2 C5 LE (dx) EC) —B (tr, t5)] (3.3.3) 


à coefficients réels symétriques c4; — cr, k, j = 1, 2, ..., qui 
est l'enveloppe linéaire des grandeurs £”(s) £ (é) — B (s, b). Compte 
tenu de la formule des moments (voir formule (1.5.10)) 


ME (4) E (2) & (és) Ë (1) = B (4, te) B (ts, ti) + 
ee B (é, La) B (£o, Li) ns B (é, t,) B (Lo, La), 
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il est facile de vérifier que 
Mn'n= > D chicmnB (tx, tm) B (6j, tn) + 
IR 
> > ChiCmnb (Lx, ln) BD (tj, tm) — 


k,IJN,Nn 


=2 5, D chicmnB (trs tm) B (tjs tn) (3.3.4) 


1m 


quels que soient 
n = 2 Ch LE (6x) 8 (65) — B (ta, t5)] 
et 
NV —= ê Chi LÉ (tr) Ë (65) — B Qu, 15) 
du type étudié. Introduisons la mesure stochastique Ÿ (d, du) 
en posant 
Ÿ (As X A2) = D (A) D (A) — F (Ai) Ab), (3.3.5) 


il est facile de voir que chacune des grandeurs du type (3.3.3) 
peut être donnée par la formule 


n=— À | p(à, u) Y(Gà, du), (3.3.6) 
avec 
pau) D cer M, (3.3.7) 
R 


9 


On obtient à partir de la formule (3.3.4) 


Mn'n —2 F4 pA,u)}p'(Q,u)F(dX) F(du)=2(p". pirxr (3.3.8) 
avec 
p'Op)= 2 cije Pat HD 
R; 3 
et 
p'Au)= D cher M, 
k, 3j 


Les relations (3.3.6) à (3.3.8) montrent qu'à la suite convergente 
MN M2: - - - € F7, correspond, en vertu de la formule (3.3.6), une suite 
convergente de fonctions @, po, . .. € Lrxr (F X F). Ainsi, toute 
one nm € >», en tant que limite d’une suite de grandeurs 1}, 

>, . - . de la forme (3.3.3), admet la représentation par la formule 
G 3. 6) où la fonction œ (à, u) € Lrxr (F X F) est la limite des fonc- 
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tions correspondantes 1, +, . .. du type (3.3.7) et pour toute 
fonction p (à, u) la formule (3.3.6) détermine une certaine grandeur 
n € Ho (T). 


Théorème 8. Les mesures gaussiennes P et P, (de valeur 
moyenne nulle) sont équivalentes sur la o-algèbre À (T} si et seulement 
si la différence des fonctions de corrélation 


b(s, 4) = Bis, t) — Bts, t) 


admet la représentation 
b(s,t)— À À e-i@suthp (à, 1} F (4h) F (du) (3.3.9) 
avec s, LET, où la fonction (À, u}) est telle que 
{ [re ufr @n Fi (a0 < o. 


Pour des mesures équivalentes P et P, l'équation intégrale (3.3.9) 
a pour solution 1Ÿ (À, u) € Lrxr (F X F;). La densité p (w) — 
— P, (dw)/P (dw) des mesures équivalentes peut être donnée par la 
formule | 


p(œ)= D exp {—5 | | pu) Y(dh, du)}, (8.340) 


où WA, u) est la solution de l'équation (3.3.9) dans l'espace 
Lyrxr (F X F;),et D un facteur de normalisation. 

Démonstration. Les fonctions œ(A, nu) — ei4s-ui) 
s, tET, formant un système complet dans l’espace hilbertien 
Lrxr (F X Fi), la relation (3.3.9) pour w (À, nu) € Lrxr(F X F,) 
équivaut à la relation (3.2.27), qui en vertu du théorème 6 donne 
l'équivalence des mesures gaussiennes P et P,. Mais si la relation 
(3.3.9) est vérifiée pour une certaine fonction (À, u} de l'espace 
hilbertien de toutes les fonctions de carré intégrable (par rapport 
à F (dk) X F, (du)) elle l’est également pour la fonction 14 (à, pu), 
projection de-l’élément vw (4, u) sur l’espace Lrsxr (F X Fi). 

Considérons maintenant les mesures équivalentes P et P,. Soit 
la suite £,, £>, . .. compacte partout dans l'ensemble 7. Il est évi- 
dent que les grandeurs nz — E (fx), k — 1, 2, ..., forment un 
système complet dans l’espace hilbertien Zy; (F). Considérons les 
densités p, (©) — P, (do}/P (do) sur les o-algèbres Y, engendrées 
chacune par les grandeurs n4, # — 1, 2, ..., n. En vertu de la for- 
mule (3.2.1) on a | 


108 Pr (w) + M log Pr | Ca LE (a) Ë (£;) — B (tn, t;)], (3.3.11) 


k, J—=1 
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où {cx;} est la différence des matrices inverses aux matrices de cor- 
rélation {P, (é,, t;)} et {B (tx, t;)}. Les grandeurs 


Mn (@) 7 . 2e Chi [Ë (t4) 6 (tj) — B (£x t;)], 


figurant dans la formule (3.3.11) appartiennent à l’espace AH, (7) 
et peuvent s'écrire sous la forme (3.3.6): 


Mr = | { Pn (4, u) F(dA, du), (3.3.12) 
où 
Ynn)= D ce CR HD, (3.3.13) 
k, }j—1 


Il est facile de vérifier que chacune des fonctions 1, (4, Lu) 
satisfait à l'équation du type (3.3.9) : 


À | e—is-uthb, (À, u) F(dX) Fi(du)=b(s,0  (8.3.14) 


pour 8, {—t;, ..., tn. En effet, cette égalité peut s'écrire sous 
forme matricielle comme suit: 


{B (tn, t5)}{Cu5} {Ba (tn, 15)} = {0 (tx, t5)}, 


{cas} = {Bi (trs d5)FT —{B (he, 157, 
d'où on tire immédiatement que 
(B (ns t5)} {ons} = {B (te, d5)} {Bi (ta 6) 1 —E, 
{B (tx, t5)} {ous} (Ba (x, t5)} = {B (en, t5)} — {Bi (tn, t5)} = {0 (a, 15). 
L'égalité (3.3.14) peut également s'écrire comme suit : 
(D; Ynrxr, — b(s, ti), s,1ET,, 


avec Ty = {h, ..., 1} et œ(A, u) = ef@s-ut) s, 1€ T,. I 
est évident que pour m < ñn la fonction w,, (à, u) coïncide avec la 
projection de l'élément 4, (À, un) € Lr,xr, (F X Fi) sur le sous- 
espace LryxTm (F X F,) de sorte que l’on a 


[bn — nm Uxrs = [ln éxr: — 1m Mrxr: — 0 


pour m,n—> oo, Car la suite || Y, |[lfxr, 2 —1, 2, . .., est monoto- 
ne décroissante (bornée inférieurement par zéro) et la limite 
lim ||ÿ, © existe. Il est également évident que, comme f'espace 
hilbertien Lrxr (F X F,) coïncide avec la fermeture des espaces 
élargis Lr,xrn (F X Fi), n = 1, 2, ..., et que chacune des fonc- 
tions 4%, (À, u) dans la relation (3.3.14) est la proiection de l'élé- 
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ment 4% (À, u) € Lrxr (F X F,) de l’équation (3.3.9) et la limite 
lim 4 (à, LU) € Lrxr (F X Fi) est dotée de la même propriété, on a 
+ 00 


Ÿ (A, u) = lim Var’ (4, u). 


Ceci montre que les grandeurs n, de la forme (3.3.12) figurant dans: 
la formule (3.3.11) convergent en moyenne vers 


n= [( 4%, n) (A, au) € A2 (7). 


Nous avons déjà montré (voir (3.1.33)) que pour des mesures équi- 
valentes la limite | 
lin M log ph 


Tr 00 
existe. 
Ainsi, la densité cherchée p (w) — P, (do)/P (do) sur la o-al- 
gèbre À (7) peut être déterminée à partir de la relation limite (3.1.34} 


log p (@) nn log Pr + im [log p1 — M log p,] — 
= lim M log p, — - lim 1, (©) = lim M log p, — 


fn 00 Ti — co 


— lim À [4 (A p) W (GX du) = 


log D—+ | |A, u) W (2, du), 


ce qui donne la formule (3.3.10). 


$ 4. Etude d’autres conditions d’équivalence 


1. Mesures gaussiennes différant par leur valeur moyenne. Nous 
allons utiliser les conditions d'équivalence des mesures gaussiennes 
P et P, sur la o-algèbre A (7) établies dans le théorème 7. Considé- 
rons le cas où la mesure spectrale F (dÀ) est absolument continue et. 
sa densité 


F (9 = 02 


est limitée. 
Pour l'équivalence des mesures gaussiennes P et P, différant 
seulement par leur valeur moyenne 


a (t) = ME (ti, t ET, (3.4.1) 
il faut et il suffit que la fonction a (ft) admette la représentation 


a(= | eiMp(A)f(A) dk, +€T, (3.4.2) 
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où 4 (À) est une fonction satisfaisant à la condition 


Î lp) PF) D < 
{voir théorème 7). Posons 
p Q) = % (à) j Q). (3.4.3) 


Le second membre de Îa formule (3.4.2) détermine une certaine fonc- 
tion 


a(t}= | e-Mp(a)dh, —oo <i< 0, (3.4.4) 


coïncidant pour 4€ T avec la valeur moyenne (3.4.1), où la fonc- 
tion (A) de la forme (3.4.3) est de carré intégrable : 


Flac | Ip PSG) 42 < © 


pour f (à) < C 

Ceci signifie que la fonction «a (f), —oo << t <Z ©, donnée par 
(3.4.4) est de carré intégrable et que œ (À) est sa transformée de Fou- 
rier : 


pU=Z Î it (+) dt. (3.4.5) 


La formule (3.4.3) montre que la fonction (à) est non seulement de 
carré intégrable, mais satisfait également à la condition 


ji ICRA (3.4.6) 


Supposons ensuite que la fonction a (t}, t € T, puisse être prolon- 
gée sur tout l’axe réel — oo << t << © de telle sorte que ce prolon- 
gement soit une fonction «& (f)}, —o0 << t << co, de carré intégrable 
dont la transformée de Fourier (4) satisfait à la condition (3.4.6). 
On a alors pour { quelconque 


a (t) = | ep (À) dà = f ent (À) f (À) dA, 


où La fonction 14) — @(A)/f (À) vérifie la condition 
| jp (À) F7 (À) dA << oo. En vertu du théorème 7, ceci signifie que 


les mesures gaussiennes P et P, sont équivalentes. 

Nous avons ainsi établi le résultat suivant : 

Théorème 9. Pour que les mesures gaussiennes P et P, 
soient équivalentes il faut et il suffit que la fonction a {t),t € T (valeur 
moyenne) puisse être prolongée en une fonction a (t), —oo << t << oo, 
de carré intégrable dont la transformée de Fourier satisfasse à la condition 
3.4.6). 
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Nous allons considérer que l’ensemble 7 est un-segment fini sur 
la droite réelle (par exemple, T = [0, xl). 
Soient les densités spectrales jf (À) satisfaisant à la condition 


fOEK(U+M)T (3.4.7) 
ou à la condition | 

fH>ZEkU +A)T (3.4.8) 
où À et k sont des constantes positives. Les résultats qui vont être 


obtenus seront étendus dans la suite (voir point 3 de ce paragraphe) 
au cas où les densités spectrales ne satisfont qu’à la condition 


Lim fOIA IT << 00 (3.4.9) 
ou à la condition 

lim f(DIA" > 0. (3.4.10) 

À 00 


Théorème 10. Dans le cas où la densité spectræle f (À) est. 
du type (3.4.7), pour l'équivalence des mesures gaussiennes P et P, il 
faut que la fonction a (t) (valeur moyenne) ait, sur le segment considéré 
T — 10, +}, la dérivée (n — 1)-ième a°%°V (4) absolument continue, 
telle que 


| La® (HP dt < 00. (3.4.14) 


T 


Lorsque la densité spectrale f (À) est du type (3.4.8) la condition mention- 

née est suffisante pour l'équivalence de P et P,,. 
Démonstration. Il est évident que sous la condition 

{5.4.7) la fonction œ (à) satisfaisant à la relation (3.4.6) est telle que 


À ELHIA IP p (A) FE dR < 0 (3.412) 
et pour m—0, 1, ..., n—1 quelconque 
flalmomIa< 
| Àjm 12 ,7{/27. DES 1/2 
<[f (rir) AJ ane ra" < 00 
l’ar conséquent la fonction 


a (t) = | ete (À) dÀ 


admet n — 1 dérivées. Nous allons montrer que la dérivée (n — {)- 
ième 


a0D (= À (ia 2e (A) dà 


est absolument continue et que la condition (3.4.11) est satisfaite. 
8—0191 
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Pour des intervalles disjoints quelconques (tx, tu441}, & —1, 2,..., 
on a 


>) [ar D (égas) = ant (tx)] == 


BR 
= [Xe nue (into (a 
| | th+4 
= (T5 Ê(—metta](—irte ma 
R  t, 
> | pa (A)(— ia)" (A) dA,  (8.4.13) 
où 
k qa (A)= À e-tiya (0) dé 


est la transformée de Fourier de la fonction #4 (t) qui est l'indicateur 
de l’ensemble À —U(t:, txr1). Il est évident, qu’en vertu de la 
k 


condition (3.4.12) on a 


[D tar (ta) — as (y < 


1/2 : 1/2 
<[ fa @PA TT IAE 0 a 
2 
<C[ (Ir Pa" = 06"? 
où C est une constante et 
Ô — > (Éx+ is ta); 


ce qui démontre la continuité absolue de la fonction a? (), 
ll est également évident que sa dérivée 


a (t) = | (— ia)" e—ihtp (A) dA 


définie pour presque tous les #, coïncide avec la transformée de Fou- 

rier de la fonction (—iÀ)" p (à) de carré intégrable et satisfait donc 
à la condition (3.4.11). 

Supposons maintenant que la densité spectrale f (À) satisfasse 

à la condition (3.4.8) et que soit remplie la condition (3.4.11). Il 

est clair que la fonction a ({) peut être prolongée du segment T — 

— (0, +] sur tout l’axe réel de manière à avoir la dérivée (n — 1)- 
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ième at*-1) (4) absolument continue et à être nulle: à Rs 
d'un certain segment 7” = T avec ic La () fe di << co. Posoüs 


pA)=— Î éMta0® (4) di 
Après n intégrations par parties on a 
PUS | ete (+) dé — (1) (A) 
et 
Fallen) Pare | 1h Pda [tai (H1Pde < oo. 


Par conséquent, la condition (3. 4.6) se trouve satisfaite et en vertu du 
théorème 9 les mesures gaussiennes P et P, sont équivalentes, ce 
qu'il fallait démontrer. 

2. Mesures gaussiennes différant par leurs fonctions de corréla- 
tion. Nous allons utiliser les conditions d'équivalence des mesures 
gaussiennes P et P, sur la o-algèbre À (7'} établies dans le théorème 
8. Considérons le cas où les mesures spectrales F (dÀ) et F, (dà) 
sont absolument continues et leurs densités spectrales 


(A) = F (dh)/dh et fi (À) = F, (dh)/dà 
sont bornées. Soit 
b(s, 1 =B(s D—B(s tt), s 1ET, 


la différence des fonctions de corrélation correspondantes 


B(s,t)— | eiMs-Df (1) dA . 
et 
Bi(s, = Î eiMs—Df, (À) dA. 
Théorème 11. Pour l'équivalence des mesures gaussiennes 
Pet P, il faut et il suffit que la différence de leurs fonctions de corré- 
lation b (s, t), s, t € T, puisse être prolongée en une fonction b (s, t} 


de carré intégrable (dans tout le plan —o0 <5, t << co) dont la tränsfor- 
mée de Fourier 


(à, u) = 7x | | eiAs— Up (s, 1) ds dt 

satisfasse à la condition 
[LED dau < 00. G444 
8 
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Démonstration. En vertu du théorème 8 pour l’équiva- 
lence de Pet P, il faut et il suffit que la fonction b{s, t),s, (ET, 
admette la représentation 


b.(s, = | e-i@r-nmp (A, pi) F(R) fi (1) dh du 
avec + (À, u) satisfaisant à la condition 


{| | (A, nu) 7 (A) fi (u) dA du << 00. 


Posons 


p (à, u) = (À, pu) f (à) fi (u). 


Pour des densités bornées f (à) et j, (u) la fonction œ (À, u) satisfai- 
sant à la condition (3.4.14) se trouve être de carré intégrable, et sa 
transformée de Fourier b (s, t) coïncide sur l’ensemble 7 X T avec 
la différence des fonctions de corrélation envisagées, de telle sorte 
que les conditions du théorème 11 sont nécessaires. D'un autre côté, 
si ces conditions sont satisfaites, la fonction b (s, t), s, t € T, peut 
s'écrire sous la forme 


b(s, ) — | e-iAs-up (à, p} dà du 


avec (À, u) satisfaisant à la condition (3.4.14), mais comme nous 
l'avons montré précédemment, ceci signifie que les mesures gaussien- 
nes Pet P, sont équivalentes. Le théorème se trouve ainsi démontré. 

Notons que dans le cas où l’ensemble T'est tout l’axe réel, la fonc- 
tion b (s, ft) est donnée sur tout le plan — oc << 5, { <Z co par la 
formule 


b{s, D= | | e-e-0 [f (x) — 7 (M) da. (3.415) 
Il est évident que si la différence 
gg) =f()—f(), —o <À< 00, 
diffère de zéro sur l'ensemble de mesure positive, on a 
| | Lb(s, ?) [2 ds dt = oo, 


et en vertu du théorème 11 les mesures P et P, seront orthogonales. 
Par conséquent, les mesures gaussiennes P et P, ne sont équivalentes 
sur la o-algèbre X (T) pour T — (—c, æ}) que si elles coïncident 
(lorsque coïncident les densités spectrales f (4) et jf; (A)), ce qui est 
en accord avec l’exemple de la page 101. 

Dans la suite nous n’envisagerons que le cas où T est un segment 
fini sur la droite réelle (par exemple, T —[0, +x]) et la densité spec- 
trale f (À) pour un certain n satisfait à la relation (3.4.8). Dans le 
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point à les résultats qui suivent seront généralisés au cas d’une den- 
sité spectrale f (À) du type (3.4.10). 

Notons que si la densité spectrale ÿ (À) décroît plus rapidement 
que n'importe quelle puissance | À |-** (pour À — co), plus exacte- 
ment, si le processus stationnaire Ë (£) est « analytique », c'est-à- 
dire que 


M|E DS Os | = | jen GA fs) D< 
R—1 


R=1 


<(E) | j2mtDf (A) dh—> 0 pour n—>00, (3.416) 


le complété de la o-algèbre À (7) contient toute la o-algèbre 
M (—o00, oo) et comme nous venons de le mentionner, les mesures 
Pet P, ne sont équivalentes que lorsqu'elles simplement coïncident. 

Nous avons montré (voir point À, $ 1, chapitre IT) que si la condi- 
tion (3.4.8) est satisfaite, l’espace L- (F) est formé de fonctions ana- 
lytiques entières. 

Revenons à l'étude des conditions d'équivalence données dans le 
théorème 4 et utilisons l'opérateur correspondant À — E — A*A 
dans l’espace hilbertien Ly (F). 


Lemme 5. Supposons que l'espace Ly (F) se compose de fonc- 
tions analytiques entières et soit À — E — A*AÀ l'opérateur de Hil- 
bert-Schmidt ; la condition (3.1.27) équivalente à ce que l'opérateur À 
n'a pas de valeur propre égale à À se trouve alors satisfaite. 


Démonstration. L'opérateur A*A = Æ£ — À étant 
borné, on a 


(A*A, pr = || FCI EH 


pour tous les p (À) € Lr (F), C étant une constante. Supposons qu'il 
existe une fonction propre œ (À) € Lr (F) ayant l'unité pour valeur 
propre. Soit æ, (4), nr — 1, 2, ..., une suite de fonctions de LS 
convergeant vers œ(A) dans l’espace L,- (F). Dans L}r (F;,) pour 
n — oo cette suite converge vers 0: 


Â Pa A = (Pa: Par —{([E — A*AÏ op, Qn)r —- 0. 


Par conséquent, la fonction limite @ (4) est nulle pour presque tous 
les À pour lesquels f, (À) => 0. Mais dans ce cas la fonction analytique 
@ (À) est identiquement nulle, ce qui contredit le fait que c’est une 
fonction propre. Le lemme se trouve ainsi démontré. 

Ce résultat permet de renforcer les théorèmes 4, 5 en y omettant 
la condition supplémentaire (3.1.27); plus exactement, cette condi- 
tion se trouve automatiquement vérifiée si seulement À = £ — A*A 
est un opérateur de Hilbert-Schmidt. 


© 
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. Ceci conduit à son tour au résultat suivant (répétant presque inté- 
gralement le théorème 8): : 

:. pour d'équivalence des mesures gaussiennes P et P, sur la o-algèbre 
SCT) il faut et il suffit que la différence b (s, t) — B (s, t) — B,(s,t) 
des fonctions de corrélation admette la représentation (comparer avec 


(3.3.9) 
b(s, 1) — Î | e-is-up (à, u) F (dÀ) F (du) (3.417) 
avec s, tET, où la fonction @{A,u) est telle que 
| Île @, H)I°F (42) F (Qu) < oo. (3.4.18) 


On peut facilement en déduire (tout comme dans le cas du théorème 
11) le résultat suivant. 

Thé orème 12. Sous la condition (3.4.8), pour l’équivalence 
des mesures gaussiennes P et P, sur la o-aigèbre Y (T), il faut et il 
suffit que la différence de leurs fonctions de corrélation b (s, t),s,1€ 
€ T (où T = 10, xl) puisse être prolongée en une fonction b (s, t), 
— 00 «LS, t<T + oo, de carré intégrable dont la transformée de Fourier 
satisfasse à la condition ) 


1e @ nf 
j| { (hf (u) d} dn < oo. (3.4.19) 


“Nous allons utiliser maintenant la condition (3.4.19). Soit la 
fonction 


p(X, u}=- ) | eiQs—U) (s, t) ds dé (3.4.20) 


figurant dans cette condition (où b (s, t} est le prolongement de la 
différence des fonctions de corrélation donnée sur le carré T X T). 

Supposons que la densité spectrale j (4) satisfasse à la condition 
(3.4.7). Il découle de la condition (3.4.19) que 


FT U+TR Ha PIE u) Ed du< œ (8.421) 
et pour k, m—0, 41, ...,. n—1 quelconques on à 
[TaliulrieG, u)1didu< 
TE SE 
x [F4 mea apte, u) fe d2. du 7 < 00. 
Par conséquent la fonction: 
b(s.9= | | e-its-u0p (A, p) 42 du 


‘#) Il est clair que le théorème 12 reste vrai aussi lorsque l’espace Lr (F) 
se compose de fonctions analytiques. (voir chapitre IT). 
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possède toutes les dérivées, jusqu’à la (7 — 1)-ième, par rapport 
à chacune des variables: 


= À À (—i)* (iu)"e-iûs-ubop (à, ui) ds dt 
(k,m—0, ...,n—1). 


2 = 
ed est absolument 
continue. Ceci signifie que C (s, f{) est la «fonction de répartition» 
d'une mesure borélienne absolument continue *) m (A) sur le carré 
T X T, c'est-à-dire 


m (A) = C {s”, t”) _— C (s”, +) _ C (s’, t”) + C (s’, t’), 
pour un rectangle quelconque Ass (7, 


Il est facilé de voir que pour un ensemble quelconque À — 
= UAs, réunion d’un nombre fini de rectangles disjoints A; — 


Ok+mb (s, t) 
osh dim 


Montrons que la fonction € (s, t) — 


—= su s:) X (4, tal, on a l’égalité suivante: 


m (A) = À | qa @, #)(— in)" Guy" e (4, u) di du, 


pa (à, di) — { | e—iQs—ut)yA (s, t) ds di 


est la transformée de Fourier de la fonction ya (s, t) qui est indicateur 
de l’ensemble A (cf. (3.4.13)). En vertu de la condition (3.4.21) on a 


{me (A) IR T Ÿ La Ga) Par an |” 
x[{iirIalIpe u) Pr du | <& 


<C[| À Ixa (6 bas F} Fcun'E, 


He 


où / (A) est la mesure de Lebesgue de l’ensemble A. On voit que la 
fonction additive m (A) est réellement absolument continue par rap- 
port à la mesure de Lebesgue. 

m (ds dt 
ds dt 
existant pour presque tous les s, 1€ TXT. 
db (s, t) 

ôsn gen 


[1 est évident que la densité c(s, t) — ) coïncide avec Îa 
62nb (s, t) 
“as dE 
Sous la condition (3.4.21) cette dérivée ets, D — 


dérivée - 
est 


| *) En d’autres termes, la fonction additive de la variation bôrrée ‘ m 2 (A) 
est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. 
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évidemment la transformée de Fourier de la fonction (À, nu) — 
— (—iA)"(iu)"p(X, u) de carré intégrable, soit 


ob (s, t A | 
Tao || (—i) Giu)"e-#hs-up(X, h) dA du 


et par conséquent 


ji ED |? ds dt < oo. (3.4.22) 


Supposons maintenant que la densité spectrale f (à) satisfasse à la 


condition (3.4.8), que la différence des fonctions de corrélation 
and . 2-1 (s, 
b (s, t) admette la dérivée absolument continue È Ta et que 


la condition (3.4.22) soit vérifiée. 

IL est évident que la fonction b (s, t) peut être prolongée sur tout 
le plan — oo «Ts, {<< oo de telle sorte que, comme précédemment, 
elle possède une dérivée du type mentionné et qu’elle s’annule à l’ex- 
térieur d'un certain carré fini 7” X 71° = T X T. Par intégration 
multiple et 2x intégrations par parties on obtient à partir de la for- 
mule 


PA U= ES nl gs nt) PE D (s, 1) ds dt 


T'KXT’ 


le résultat da : 


1(As—ut)h f - 
PAU | | GS Up (s, à) ds dé = TT ms VO. 
T'XT 
Par conséquent 
À Î LA PT u Te (A, pu) Pa du= | À tp (À, pu} |? dA du < 0, 


d’où pour la densité spectrale f (À) du type (3.4.8) découle la condi- 
tion (3.4.19) du théorème 12. 

Ainsi pour une densité f (À) du type (3.4.7), la condition (3.4.19} 
entraîne la condition (3.4.22) ; au contraire, pour une densité du type 
(3.4.8) la condition (3.4.22) entraîne (3.4.19), cette dernière condition 
signifiant que l'opérateur À dans l’espace hilbertien L, (F), défini 
par la fonction correspondante 


b(s,t)—(Aeïks, eit),, s, 1€T, 


est un opérateur de Hilbert-Schmidt. 
Rappelons ici que la fonction b (s, #) que nous étudions dépend 


seulement de la différence s—#t des variables s, # (voir la formule 
(3.4.15)). 
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dn-Hb(s, t) 
gsn-i gin-1 
{d'un couple de variables s, {) équivaut à l’existence de la dérivée 
(2n — 1)-ième absolument continue b%®-D (4), 3 Lt<7T de la 

différence 


Il est clair que la continuité absolue de la fonction 


bÉ)—B()—-B(), —1<1<7 


des fonctions de corrélation B (t) et B, (ft) envisagées, la condition 
(3.4.22) signifiant. que 


{ | [DE (s— #)f? ds dt < co. (3.4.23) 
TXT 

On arrive définitivement au résultat suivant. 

Théorème 13. Pour l’équivalence des mesures gaussiennes: 
Pet P, sur la o-algèbre À (T) dans le cas où la densité spectrale f (à) 
est du type (3.4.7) il faut que la différence des fonctions de corrélation. 
b(t) = B(t) — B, (+) ait sur l'intervalle (—+, x) des dérivées jusqu'à. 
l’ordre 2n — À, sa dérivée (2n — 1)-ième bn D(f) étant absolument 
continue et sa dérivée b°" (f (existant pour presque tous les t) satis- 
faisant à la condition (3.4.23). Lorsque la densité spectrale f (à) est 
du type (3.4.8), ces conditions sont suffisantes pour l'équivalence. 

Notons que d'après le théorème 13, pour une densité spectrale 
du type | 


ID KA+M)" (3.4.24) 


la condition (3.4.23) est nécessaire et suffisante pour l’équivalence. 
des mesures gaussiennes P et P,*). 
2 
Exemple. Soit f(A)= où o° et & sont des para- 
ï (Ma? 
mètres positifs. La fonction de corrélation B (f} est 
B (t)}=o?e-altl, 


Supposons que la fonction de corrélation B,(t) soit telle que 


f T—}t our |t|<1, 
Bo={ léf pour [i|< 
0 pour ft|>1 
(voir fig. 1). La densité spectrale correspondante est 
1 1—cos À 
RO = 


On voit que la condition (3.4.23) se trouve satisfaite (pour nr — Î} 
si les paramètres 0°, «& et + sont tels que ox = 1, t < 1. Avec cette 


*) Pour la condition (3.4.23) voir G. Feldman, Some classes of 
equivalent Gaussian processes on an interval, Pacif. J. Math., 10 (1960) 1200- 
1220. | 
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condition les mesures gaussiennes P et P, sont équivalentes sur la 
o-algèbre A (7), T — [0, +]. Pour d’autres valeurs de o?, & et + 
ces mesures peuvent être orthogonales. 

Les porteurs disjoints des mesures orthogonales P et P, ont été 
décrits au point 2 du $ 1. 

3. Certaines conditions spectrales d'équivalence. La condition 
(3.4.23) obtenue ci-dessus montre. que l'équivalence des mesures 
gaussiennes P et P,; sur la o-algèbre À (7) (où T est un segment fini 


g(t}=62e li 


fÉl < 1 


ti, 
B]= re 6 tl> 


Fig. 4. 


quelconque) ne dépend que du comportement des densités spectrales 
à l'infini, plus exactement, pour la densité spectrale f (4) du type 
(3.4.8) on a: 

Théorème 14 Une variation arbitraire de f (À) sur un inter- 
valle Jini quelconque (telle que la densité spectrale En fa (À)) con- 
duil à la mesure gaussienne P, équivalente à la mesure initiale P. 

Démonstration. En eftet, dans ce cas la différence des 
fonctions de corrélation est la transformée de Fourier de la fonction 
à support borné g (4) — f (À) — jf; (à): 


b (D = À eintg (A) da (3.4.25) 
et possède les dérivées de tous les ordres, de telle sorte qu’en parti- 


ee pour tout segment fini 7 on a la condition d'équivalence 
.4.23). | 
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Ceci permet de généraliser les résultats obtenus plus haut au cas 
où la densité spectrale / (à) satisfait à la condition (3.4.10), moins for- 
te que (3.4.8): 

lim f (A) |A >.0. 
A+ 00 

Par exemple, le théorème 9 peut être renforcé de la manière 
suivante. 

Théorème 15. Lorsque la densité spectrale f (À) est du type 
-(3.4.10), pour l'équivalence des mesures gaussiennes P et P, différant 
par leur valeur moyenne a (f), t € T (où .T est un segment quelconque), 
il faut et il suffit que la fonction a (t),t E T, puisse être prolongée en une 


fonction a (t), —o «TZ t << co, de carré intégrable, dont la transformée 
de Fourier pour R << quelconque satisfasse à la condition suivante : 
À 19 Le ah < 00 (3.4.26) 

IAITR 


Démonstration. Supposons que f (À) satisfasse à la con- 
dition (3.4.8) et coïncide avec f (4) pour | À | => À. Soit P une mesu- 
re gaussienne de valeur moyenne nulle et de densité spectrale f (à). 


Comme nous l'avons signalé plus haut, les mesures P et P sont équi- 
lee alors l'équivalence de P, et P revient à l'équivalence de 


P, et P. Mais d’après le théorème 9 pour l’équivalence de P, et P 
il faut et il suffit que soit satisfaite la condition (3.4.6) 


IP an 
jiptai<e 
qui en vertu de la relation 

FA) K 1 pour [A1] 


LAURE ) 12 dÀ À << oo 
Le FR 


équivaut à 


ce qui nous donne la condition (3.4. 26) car f (à) = f (X) pour |[X ! 
> R. Le théorème se trouve ainsi démontré. 

Considérons des densités spectrales jf (À) satisfaisant à la condi- 
tion (3.4.9) plus faible que (3.4.7), soit: 


Hi (AI < 00. 


À + 00 


Toute densité f (à) de ce type coïncide avec une densité f (À) du type 
(3.4.7) pour des |À/| suffisamment grands: 


f@) 7 pour 111>R. 
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En procédant, comme lors de la démonstration du théorème 15, 
par introduction d’une mesure gaussienne correspondante P, on peut 
généraliser le théorème 10 comme suit: 

la condition (3.4.11) est nécessaire pour l'équivalence des mesures 
Dao Pet P, si la densité spectrale f (À) satisfait à la condition 
3.4.9). 

D'une manière analogue, pour une densité spectrale f (4) du type 
(3.410) on peut trouver une densité } (à) telle qu’elle satisfasse à 
la relation (3.4.8) et coïncide avec f (À) pour | À | => À. On en tire que 
la condition (3.4.11) est suffisante pour l’équivalence des mesures 
No P et P, si la densité spectrale f (À) satisfait à la relation 
3.4.10). 
| ue maintenant les mesures gaussiennes P et P, de valeurs 
moyennes nulles et de densités spectrales f (À) et f, (à}, dont f (à) est 
bornée et appartient au type (3.4.10). 

Comme précédemment, considérons la mesure gaussienne P de 
densité spectrale bornéef (à) du type (3.4.8) coïncidant avec f (4) à 
l'extérieur d'un intervalle quelconque |À | < À. Les mesures gaus- 
siennes P et P étant équivalentes, pour que le soient les mesures ini- 
tiales P, et P il faut et il suffit que les mesures P, et P aient cette 
propriété. Pour l’équivalence des mesures gaussiennes P, et P il faut 
et il suffit que la condition (3.4.19) soit vérifiée 


i |p G: JG, p) dx d 
enr RQ ET 


où (A, u) est la transformée de Fourier d’un prolongement de la 
fonction 


bts, D — { eñe-» FA) (Id, 1ET. 


Comme (A) < 1 pour |A[SA et f(A)—f(X) pour |A|>R, cette 
condition équivaut à 


Ha 


Len dh du < oo. (3.4.27) 


(ADRIulI>R 


Mais la fonction b (s, {) pour s, tE T ne diffère de la fonction 


b(s, = À ei [f (RD — fi (2)1 d2 


que par le terme 


cs, = | ein6-0 [F(A)—ÿ (Id. 
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La différence f (À) — ? (à) s’annulant pour [à | > R, la fonction 
€ (s, t) est infiniment dérivable et donc son prolongement au-delà 
du carré T' X T est tel que la transformée de Fourier 4 (4, pu) satis- 
fasse à la condition 


FÜR "lu, p) Pan du < 0, 


n désignant ici la même chose que dans la relation (3.4.10). Il est évident 
que si la fonction æ (k, u) satisfait à la condition (3.4.27), la fonction 


p @, u) = (A, p) + (GA, p), 
qui est la transformée de Fourier du prolongement adéquat de la fonc- 
tion 
bis, D —b(s D Fest), stET, 
satisfera à la condition suivante: 


À, 2 
| ne a di du < oo (3.4.28) 
[AI>RIul>R 


el inversement, si la transformée de Fourier @ (4, u) d’un certain 
prolongement de la fonction b (s, t) satisfait à la condition (3.4.28), 
il en sera de même pour la fonction b (s, t). c'est-à-dire que les mesu- 
res gaussiennes P, et P seront équivalentes. 

Nous sommes arrivés à la généralisation suivante du théo- 
rème 12. | 

Théorème 16. Sous la condition (3.4.10), pour que les mesu- 
res gaussiennes P et P, soient équivalentes sur la o-algèbre X (T), 
T étant un segment quelconque de longueur finie, il faut et il suffit que 
la différence de leurs fonctions de corrélation b (s, t), s, t € T, puisse 
être prolongée en une fonction b (s, t), — oo 5, t < oo, de carré in- 
tégrable dont la transformée de Fourier q (À, u) satisfasse à la condition 
{3.4.28) pour R quelconque. | | 

[1 en découle immédiatement que le théorème 13 est vrai non seu- 
lement pour des densités spectrales f (À) satisfaisant respectivement 
aux conditions (3.4.7) et (3.4.8) mais également pour des densités 
du type plus général vérifiant les conditions (3.4.9) ou (3.4.10). En 
particulier, | 

pour une densité spectrale f (À) du type 


0 < Lim f (A), "Tim f (AA [€ o0 (3.4.29) 
À = 00 À 00 


la condition (3.4.23) est nécessaire et suffisante à l'équivalence des me- 
sures gaussiennes P et P, sur la o-algèbre A (T). 
Toute densité spectrale f (4) du type (3.4.29) est telle que 


FU K lp) F (3.4.30) 
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pour des | À | suffisamment grands, où œ (à) est la transformée de 
Fourier d’une certaine fonction à support borné de carré intégrable : 


p (À) = | ent (t) dt 


avec c (t} — 0 à l'extérieur d’un certain intervalle fini. Nous mon- 
trerons plus loin que toute densité f (4) telle que pour r > 1 


0 < Lim f (A) JAP <lim f (A) AT < 00 (3.4.31} 


À— co 


satisfait à la condition (3.4.30) (rappelons que f (à) est une fonction: 
intégrable). 

En effet, le produit de fonctions quelconques du type (3.4.30) 
appartient lui aussi à ce type, car 


fa (À) fe (À) K | pa À) p2 Q) 


Eu (À) De (À) = | ei [es (4) x co (0)] dé 
est la transformée de Fourier de la fonction à support borné 


ex (ses (9 = À ei (E — 5) e2 (9) ds 


qui est la convolution des fonctions à support borné c, (t) et co (1). 
Il suffit de montrer donc que sont du type (3.4.30) toutes Les fonctions. 
f (À) satisfaisant à la condition (3.4.31) pour 0 << r << 1. Posons 
ô 6 
p (À) = | ei | 2 |" dé — 2 | cos Àt+{""! dt. 
“6 0 
Après le changement de variables A =u on a 
26 
p(À)= 247 | cosu.u"7 du — kÀT 
0 
(pour À — co) car il existe la limite 
L 


k — lim | cos uw"? du O<r< 1). 
fr 00 


0 


On voit que pour la densité spectrale f (À) du type (3.4.31) on à l& 
relation (3.4.30). 
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Théorème 17. Si les densités spectrales sont du type (3.4.30), 
pour l'équivalence des mesures gaussiennes P et P, sur la o-algèbre 
A (T}, où T est un segment fini, il suffit que la fonction 


À)— fa (à 


pour un R< oo quelconque satisfasse à la condition *) 
| À (À) PP dA << 00. (3.4.32} 
[A[>R 
Démonstration. Considérons d’abord le cas où la fonction 
LG) — fi QG) 
h (À) — — 


est de carré intégrable et 
fQ) = 1œQ) F, 


où œ (à) est la transformée de Fourier d’une certaine fonction c (#) à 
support borné. Nous allons trouver un prolongement de la différence 
des fonctions de corrélation 


b (8, #)— À efke- OR (2) 7 (A) dà 


satisfaisant à la condition (3.4.149) du théorème 12. 
Etant one que la transformée de Fourier du produit coïncide 
avec la convolution des transformées des facteurs, on a 


b (s, D = [Vale — v)e(5— u) c{t — v) du dv 


où a’ (t) est la transformée de Fourier de la fonction A (À). Dans cette 
représentation de la fonction b (s, t),s, 41€ T, les fonctions à support 
borné c (s — u) et c (£—v) s’annulent quand les variables w et v 
se trouvent à l'extérieur d’un certain segment 7”, de telle sorte que 


b(s, ti) — j| a{u—v)c(s— u)c(t— v)du dv, s,t1tE€T. 
T'XT' 
Choiïsissons un prolongement a (u, v), —o0 << u,v <Z œ, de 


Ta fonction a (u — v}, u, v € T’, tel que la fonction a (u, D) soit. 
de carré intégrable dans tout le plan,.et désignons par 4 (à, u) sa 


*)} Notons que si k (À) — 0 avec À —+ o, en même temps que f (À) appar- 
tient au type (3.4.30) la densité spectrale fi (À) : 


HW KI) 


pour des À suffisamment grands. 
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transformée de Fourier. Définissons la fonction b (s, #), 
— 00 «TS, & <T oo, pour tous les s, { en posant 


b(s, t) — fiat, v)c(s— u)c(t — v) du dv, —o0 5, t << 00. 


Il est évident que pour s, t € Telle coïncide avec la différence des 
fonctions de corrélation et sa transformée de Fourier 


pOA, u) =, u) | Q) F 
satisfait à la condition (3.4.19). Donc dans le cas envisagé les mesures 
gaussiennes P et P, sont équivalentes. 
Considérons maintenant le cas d'une densité f (À) quelconque du 
type (3.4.30) supposant pour le moment que 


fi Q) > f (À). 


{l est clair que, pour des À suffisamment grands (| À | => À, par exem- 
ple) la densité spectrale f (À) est telle que 


fQ) HU et f( >fU), 


où f (À) — | p (à) | est la densité spectrale du type envisagé et (À) 
la transformée de Fourier d’une certaine fonction à support borné. 
Sans restreindre la généralité, on peut considérer que f (À) = f, (À) 
pour | À | & À, car toute mesure gaussienne de densité spectrale ne 
différant de / (à) que sur un intervalle fini sera équivalente à la me- 
sure gaussienne P. Lorsqu'on choisit ainsi f (À), la fonction h (à) 
satisfaisant à (3.4.32) sera de carré intégrable car k (À) — 0 pour 
{A | & R. Posons 


ji = FA) + Ii O) — f OI. 
T1 est évident que 
: FU—HU _ 10-—Hû) fQ) 
hk (À) — 70 SE ne A he (À ETS œhIA 
Q= LE OK RU) 
et la fonction À (à) est de carré intégrable. ne nous l’avons déjà 
montré, les mesures gaussiennes P et P, correspondant aux densités 


spectrales f (à) et f1 (4) seront équivalentes. Donc pour un certain 
prolongement de la différence des fonctions de corrélation 


b(s, D = Veñte-0 [7 ()—7 (NI dà= 
— eir(s-—t) {f (à) — fs ()] dh, s,t€T, 


la transformée de Fourier correspondante Œ{ÀA, u) satisiera à la 
condition (3.4.28): 
LOUE 93 du < co 


LRAI>RIuIœR FF (H) 
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et d'autant plus à la condition 


LG; u) 
| rt dd < 0 

LADRIUIXR 
car f (à) > (à) pour | À | => R. On voit que pour les mesures gaus- 
siennes P et P, la condition d'équivalence (3.4.23) figurant dans 
le théorème 16 se trouve remplie. 

Pour terminer la démonstration il nous reste à enlever la restric- 
tion temporaire f,; (À) => f (4). Nous pouvons considérer par exemple 
la mesure gaussienne P, de densité spectrale 2 (À) — f (À) + 
+ max {0, f, (À) — f (A). Il est évident que 2 (À) > f (D), fo À) > 
> f1 (à) et pour un certain À << oo on a une condition du type (3.4.32): 


| (LOI Van < o, (RDA) En < 00, 
Eee LA Ï>R 


car f (À) = f1 (À) pour des À suffisamment grands. Les raisonnements 
précédents permettent d’affirmer que les mesures gaussiennes P et P, 
ainsi que les mesures gaussiennes P, et P, sont équivalentes. Par 
conséquent le sont les mesures gaussiennes P et P,. Le théorème se 
trouve ainsi démontré. 

Remarquons en conclusion que la condition (3.4.32) est très 
proche de la condition nécessaire de l'équivalence des mesures gaus- 
siennes P et P,. Notamment comme nous l’avons montré au 
point 2 du $ 1 du présent chapitre, pour des densités spectrales du type 
général (3.4.31) 

les mesures gaussiennes P et P, sont orthogonales, si la fonction cor- 
respondante 

ns = LA) 
A 0 
est telle que 
lim A (A) À 1/2 — 0 (3.4.33) 


À > 00 


(ce qui découle d’ailleurs des relations du type (1.7.10)}, 
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CHAPITRE IV 


CONDITIONS DE RÉGULARITÉ DES PROCESSUS 
ALÉATOIRES STATIONNAIRES 


$ {. Introduction. Notions préliminaires 


Considérons un processus aléatoire Ë (t}), stationnaire au sens strict, 
à temps {continu ou discret. Comme auparavant, désignons par 
A (7) la o-algèbre des événements engendrés par ce processus sur 
l’ensemble 7, c’est-à-dire que À (7) est la o-algèbre minimale con- 
tenant les événements du type 


NeVe El) OH 2 GOT. 


E ; étant les ensembles de Borel sur la droite réelle *). Les algébres 
du type À (—0o, ft) déterminent le passé du processus (avant l'ins- 
tant i), les algèbres À (4, oo) son futur (après l'instant #). 

Si pour t >> 0 quelconque les o-algèbres À (— co, t) et À (£ + +. o) 
sont indépendantes, pour tous les À € À (—oo, t}, BEN (t + 
— T, co) on a 

P (AB) — P(4) P(B) = 0. (4.1.1) 


Dans le cas général le premier membre de cette égalité (ou des 
grandeurs analogues) peut servir de mesure de la dépendance entre 
les o-algèbres À (—o, t) et À (? + Tt, co). On utilise couramment 
diffrentes conditions de régularité, exprimant l’affaiblissement de 
la dépendance entre À (— co, t) et À (£ + T, œ) avec l'augmenta- 
tion de t lorsqu'il y a lieu de généraliser aux processus stationnaires 
les théorèmes connus pour les suites de variables aléatoires indépen- 
dantes **). Les plus fréquemment utilisées sont les conditions de ré- 
gularité suivantes. 


*) C'est exclusivement pour plus de simplicité que nous nous limitons aux 
processus réels. Tous les théorèmes suivants sont également vrais pour des 
processus complexes. Il faut seulement avoir en vue que pour des processus 
gaussiens complexes on a ME (+) (s) — 0 pour tous les t, s (voir {12]). Cepen- 
dant si l” on se borne à l'étude de l’espace hilbertien Æ (— co, œ) aucune dit- 
férence n'apparaît pour des processus complexes et il nous sera plus commode 
d” étudier cet espace sur le champ des nombres complexes. 

#*%) Voir, par exemple, [14], [22]. 


6 :] INTRODUCTION. NOTIONS PRÉLIMINAIRES 431 
1: Un processus stationnaire £ (f) est dit régulier si la o-algèbre 
def : 

A (— 00, —co)—A(— 00) = NA(— 0, t) 


est triviale, c’est-à-dire qu’elle ne contient que des événements de 
probabilité Oet1. | —— 
Notons que cette condition peut s’écrire de la manière suivante 
en termes de la différence P (AB) — P (4) P (B): pour tous les 
B EX (— oo, m)ona 
sup [P(4B—P(4)P(B)|=——0. (4.1.2) 
AE SI(— 0, t) ao 


En effet, supposons que le processus Ë (i) soit régulier. Désignons 
par YA l'indicateur de l'événement À, c'est-à-dire 


4, € À, 
XA = Xa (©) — te o À À. 


Supposons ensuite que les variables aléatoires n,, 12 soient définies 
par les égalités n, = %4a — P {4}, n = %2 — P {B}. On a alors 
Mnino = P(4B) — P(4) P (B). 


La variable aléatoire n, est mesurable par rapport à À (—o, ft), 
par conséquent 


Mine = M Qu} M {m2 [A (— 00, 0}< 
<(Mnf) 7 IM M mA (— 00, TPE 
SM (M (mA (— 00, 9) ——M (M (ne { Y (— c0))} —0. 


Inversement, supposons que le processus & (f) ne soit pas régulier. 
La 6-algèbre A (— co) n’est pas triviale et contient au moins un évé- 
nement À pour lequel 0 << P {A} << 1. Quel que soit £ on à 
À € X (—00, t} de sorte que b 
sup. |[P(AB)—P(4)P(B)|[>P{A}—P2{4) 20. 
BEN(— 00, ft) VAR 


Si dans (4.1.1) on on le suprémum également par rapport 
à BEX(t+T, co) on obtient la condition suivante. 


2. Un processus stationnaire. Ê({) satisfait à la condition de 
mélange intense *) si | 


a (9 = LP | P er PAP) 0. (1.3) 
. AE M(— 00, .t),. BEN, 00) RER 


*) La condition de mélange intense doit sa popularité au rôle qu’elle a joué 
dans les théorèmes limites pour les grandeurs faiblement liées (voir, par exemple, 
[14], [22]); pour la première fois elle paraît avoir été utilisée par Rosénblatt 
(voir M. Rosenbliat t, À central limit theorem and noone mixing condition: 
Proc. Nat. Acad. Sci. USA 42 (1956)). | 
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La grandeur œ(r) caractérise la «vitesse de mélange» et s'appelle 
coefficient de mélange. 
3. On dit qu'un processus E(t) est absolument régulier si 


PCM, sup IP{AIU(— 00,9) P{4)|> 0. (4.12 
La grandeur fi(t) est appelés coefficient de régularité (absolue). 

Il est facile. de voir que a (1) <B (t). 

En effet, pour tous les AEU(-LT, oo), BEX(—0o, t) on 
a l'inégalité 


[P(AB)—P(4)P(B)|=| | (P{A]A(— 00, 1)}—P (A}4P|<B (0. 
B 


Ainsi, la régularité absolue impose au processus Ë (i) des con- 
traintes beaucoup plus fortes que la condition de mélange. En 
remplaçant dans (4.1.4) le moyennage sur tout l'espace des événe- 
ments élémentaires Q par la recherche du suprémum, on arrive à une 
condition encore plus restringente. 
4. Un processus Ë (t) satisfait à la condition de mélange intense 
uniforme Si 
p(t)-==vraisup sup [P£{A|A(—oco,7)}}—P{4}]——0. (4.1.5) 
HEQ  AEMIHÉT, 00) T-+00 


Il est facile de vérifier que : 


LPO) EF CE 


P (T) sup P (A) Le 


AEXCEHT, 00), BEQ(—00, t) 

Une autre définition de la régularité est liée à la notion de quanti- 
té d'information. 

Soient {E, (4), 4 € Thet £E, (s), s € S'} deux processus aléatoires 
quelconques (deux familles de variables aléatoires). Désignons par % 
et % les o-algèbres minimales des événements engendrées respective- 
ment par {E, (4), 16€ T}, {E, (s), sE S}. La quantité d’information 
sur le processus aléatoire {E, (4), &t € T} contenue dans le processus 
{6, (s), s € S} est donnée par la grandeur 


P (4;B; 
Lu &)= sup  P(4iB)h ae . (4.1.6) 


où le suprémum est pris sur toutes les partitions possibles de l’espace 
des issues élémentaires Q en des événements disjoints (A, A», . .. 

, An), (B;, B:, ..., B,) avec À; € UM et B; € A2. IL est facile 
de voir que Z'(Ë,, &>) — Z (2, Ë,). En appliquant l'inégalité de 
Jensen à la fonction convexe x In x, x >> Ô, on peut montrer que 
I (E,, 2) > 0, l'égalité J (&,, Ë2) = 0 ayant lieu si et seulement si 
es o-algèbres À, et A, sont indépendantes *). 


*) Voir, par exemple, [19]. 
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En calculant la quantité d'information que contient le passé 
{E (s), s Lt} du processus & (£) sur son futur { E(s), sx ++}on 
arrive à la définition suivante. 

5. On dit qu’un processus Ë (t) est informativement régulier si 


PO) = IE (6), s Kit), (6), s 21 +7); 0. ° (41.7) 


La grandeur Z (tr) est parfois appelée coefficient informationnel de 
régularité. 

Remarquons ensuite que le premier membre de l’égalité (4.1.1) 
peut s'écrire comme Mminz, où m1 — %Xa — P {A}, n2 — Y2 — 
— P {B}. En n’exigeant des variables aléatoires n;,, n°: que d’avoir 
Mn:, M2 pour espérance mathématique, on arrive à la notion impor- 
tante suivante de coefficient de corrélation maximal entre les sys- 
tèmes de variables aléatoires £{E, (1), f € Thet {E2 (s), s € S} défini 
comme 


Tr (&1, 62) = sup Mn, 


où le suprémum est pris sur tous les n,, n, mesurables respective- 
ment par rapport aux o-algèbres À,, A, et tels que 


Mn: = Mn: = 0, Mimi À = Mme À = 1. 


Cette notion a un sens géométrique simple. Désignons par H 
l’ensemble de toutes les variables aléatoires n d'espérance mathémati- 
que finie M} 1 |; I est ici l’espace hilbertien de produit scalaire 
(m1, M2) = Mie. Si , et H, sont les sous-espaces de H formés de 
variables aléatoires, mesurables respectivement par rapport à %, 
et )>, alors r (ë,, Ë:) est le cosinus de l'angle minimal entre H, et H> 
(comparer avec 2’ ci-dessous). 

La notion de coefficient de corrélation maximal donne dans le 
cas d’un processus stationnaire Ë (1) la condition suivante de régu- 
larité complète. 


r(t)=r((E(s), s Lt), (Es), st + 7) nd 0. (4.1.8) 


Sous la condition (4.1.8) le processus aléatoire Ë (t) sera dit complète- 
ment régulier. 

Evidemment, on a toujours r (t) = & (x). On connaît d’ailleurs 
que pour les processus gaussiens stationnaires *) 


a (t) Lr(t) < 270 (1), (4.1.9) 


donc 
un processus gaussien stationnaire Ë (t) satisfait à la condition de 
mélange intense si et seulement s’il est complètement régulier. 


*} Voir [22], page 249. 
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Comme dans cet ouvrage nous nous limitons à l'étude des proces- 
sus gaussiens, il est tout naturel d'essayer d'exprimer les conditions 
1 à 6 en termes spectraux, vu que dans ce cas la fonction spectrale ou 
la fonction de corrélation déterminent entièrement le processus. Il 
est clair qu’alors les conditions 1 à 6 doivent admettre une formula- 
tion équivalente en termes des espaces À (T) et que cette formulation 
sera vraie pour des processus quelconques, stationnaires au sens géné- 
ral. Pour ces processus l’orthogonalité joue le rôle d'indépendance, 
à la place des o-algèbres A (7) on envisage les espaces H (T) et l’opé- 
rateur donnant l’espérance mathématique conditionnelle 
M {-|X(T)} se trouve remplacé par l'opérateur de projection 
M {| H (T)}, dans l’espace hilbertien A, sur le sous-espace H (T). 

_ Soit 6 (4), ME (rt) = 0, un processus aléatoire stationnaire au sens 
général. 

1”. Le processus £ (t) est dit (linéairement) régulier si l’espace 


def 
H(— 0, — 00) = H(— 0) = NH (— 00, 1) 


est trivial, c'est-à-dire se compose de variables aléatoires égales à 0 
avec une probabilité 1. 

D'une manière analogue à (4.1.2), pour que le processus E (t) 
soit linéairement régulier il faut et il suffit que 


I M{n| Æ(—oo, —7)}||= 
=M' {Mn Æ(— oo, —1)}}} —>0. (41.10) 


On comprend aisément que si & (f) est régulier au sens de la défi- 
nition 1, il est également linéairement régulier. 

La condition de régularité linéaire joue un rôle très important 
dans la théorie du pronostic des processus aléatoires stationnaires. 
L'un des résultats fondamentaux de cette théorie dit ceci : pour qu'un 
processus Ë (f) stationnaire au sens général soit linéairement régulier 
il faut et il suffit qu'il admette la représentation de Woïld *) 


d 00 
E()= 2 e(t—s)6(s) (1e ()P< 0) (4.1.11) 


pour un temps { discret et 
t 


E (= | c{t—s) E (ds) (| Ic@Faæ<o) (4.1.12) 


ee 0 
pour un temps t continu, où Ë (ds) est la mesure stochastique ortho- 
gonale sur l'axe temporel: M£ (Ai) € (A:) = | A, AN 42, |A! 


désignant la longueur de l'intervalle temporel À. En vertu des for- 


*) Voir, par exemple, [22], pages 77, 162. 
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mules (4.1.11), (4.1.12) la o-algèbre À (—-c, t) se trouve contenue 
dans la 6-algèbre $ (— co, t) engendrée par les valeurs de & (A) sur 
Âe demi-axe temporel (—-oo, t) et 


QA(— œ, #1) ENB(— 0, t). 


Dans le cas des processus gaussiens l’orthogonalité est équivalente 
à l'indépendance et & (ds) est une mesure stochastique à valeurs indé- 
pendantes (en particulier, pour # discret on a une suite de variables 
gaussiennes indépendantes C (s), s — #, £ — 1, ...). Dans ce cas 


en vertu de la loi de zéro ou un l'intersection MN $S (—00, t) est tri- 
! 


viale et par conséquent la linéarité régulière d’un processus gaussien 
stationnaire & ({) entraîne sa régularité dans le sens de la définition {. 
Ainsi, 
pour qu'un processus gaussien stationnaire & (t) soit régulier il faut 
et il suffit qu'il soit linéairement régulier. 
Tous les processus stationnaires linéairement réguliers ont été 
décrits. Notamment 
pour qu'un processus stationnaire € (t) soit linéairement régulier 
il faut et il suffit que sa mesure spectrale soit absolument continue et que 
sa densité spectrale f (À) satisfasse à la condition 
CLS 
À In f (A) dk > — 00 (4.4.13) 
—IT 
pour un lemps t discret et 
{ Infa) 
| LESTE dh' > — co (4.1.144) 
— 00 
pour un temps t continu (voir [22], pp. 89, 161 ou le 8 2 du chapitre IT). 
Puis, tout comme on est passé de (4.1.1) à (4.1.2), on peut dans 
(4.1.10) prendre le suprémum sur n ; on arrive alors à la condition sui- 
vante. 
2’. Le processus Ë (t) est dit complètement (linéairement) régulier si 


p(r)= sup M {ni Æ(—oo, —1)}|——0. (41.15) 
MEH(0, o), [inll=1 T+ 00 


La grandeur p (t) sera appelée coefficient de régularité (linéaire) 
complète. 

Il est évident que l’on a toujours p (rx) < r (rt). Mais dans Île cas 
des processus gaussiens on a le résultat fondamental suivant *) : 


| p (rt) = r (7). (4.1.16) 
Ce résultat signifie que 


*) Voir [22], page 249, 
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un processus gaussien stationnaire E (4) est complètement régulier 
(au sens de la définition 6) si et seulement s’il est complètement linéai- 
rement régulier. 

Il est facile de voir que 


p (x) = sup | Mine | = sup | (m:, n2)l: 

où le suprémum est pris sur tous les 14 € À (—c, 0), ne € H (x, oo) 
avec Min | = M |n2 | = 1, donc p (x) est le cosinus de l'angle 
minimal entre les sous-espaces F (— oo, —t}), H (t, cæ). Notons que 
la condition p (rt) << 1 est plus forte que la régularité (linéaire). 

En plus de l'angle minimal entre les sous-espaces 7 (—c, f), 
H (t-7%, oo) on peut introduire des caractéristiques analogues en 
se basant sur l’idée suivante. | 

Désignons par &:(— S,) l'opérateur de projection dans # 
sur À (—o, 0), par + le projecteur sur À (t, co) et introduisons les 
opérateurs | 

= Bi Pr Pi Pr, Bi PiPr Po, T>0. 

Pour que les sous-espaces À (00, 0), H (rt, œ) soient orthogo- 

naux il faut et il suffit que Br — 0. Ceci conduit à considérer en tant 


que conditions de régularité la convergence des opérateurs B, vers 
ZÉTO pour T —+ oo suivant telle ou telle topologie (uniforme, de Hil- 
bert-Schmidt, nucléaire) ; nous allons voir plus loin qu’on peut refor- 
muler en ce sens toutes les conditions de régularité énumérées ci- 
dessus. 

Les conditions de régularité exprimées en termes des espaces 
hilbertiens À (T) admettent une formulation analytique, car il 
existe une correspondance isométrique Ë (f) <> et avec les sous-es- 
paces Lx (F) décrits au chapitre II. De plus, dans le cas des proces- 
sus gaussiens, ceci concerne également les autres conditions (car par 
exemple p (rt) < r (t) = & (t)). Le présent chapitre ainsi que les 
deux suivants sont essentiellement consacrés à la transcription en 
langage analytique des conditions de régularité formulées ci-dessus 
et à la solution des problèmes analytiques apparaissant, afin d’ob- 
tenir les critères de régularité exprimés en fonction des caractéristi- 
ques spectrales. 


$ 2. Conditions de régularité et opérateurs Bt 


Soit Ë(i) un processus gaussien stationnaire. Considérons Îles 
opérateurs *) B; (—B.) et B+ introduits au $ 1. Ce sont des opéra- 


*) Los « opérateurs 2, ont été introduits dans la théorie des processus aléa- 
toires par I Gueli and et À laglom dans l’article & Sur Le calcul 
de la quantité d'information sur une fonction aléatoire, contenue dans une autre 
fonction aléatoire », Uspekhi math. Nauk, XII, rec. { (1957). Pour la relation des 
opérateurs B, avec les conditions de régularité voir À, Jaglo m, « Stationary 
Gaussian processes satisfying the strong miting condition and best predictable 
functionais », Bernoulli-Bayes-Laplace, Anniv. volume Springer-Verlag, 1965). 
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teurs positifs auto-adjoints. Nous allons montrer que toutes les con- 
ditions de régularité formulées au $ 1 pour un processus gaussien 
ë ({) peuvent s'exprimer en termes de convergence de B, vers zéro 
pour T —+ oc {quel que soit le sens dans lequel on comprend la conver- 
gence). 

Théorème 1Â. Pour qu'un processus gaussien stationnaire 
E (t) soit régulier il faut et il suffit que pour t — © les opérateurs B, 
convergent faiblement vers O, c'est-à-dire que pour une variable aléatoire 
quelconque n € H (—0co, co) on ait | 


WBnl=M"|Bnp—— 0. 


Vu ce qui à été dit au $ 1, on peut ne pas différencier entre la ré- 
gularité et la régularité linéaire. Donc le théorème 1 découle immé- 
diatement de la définition de la régularité linéaire et de l’inégalité 
U Ben Ian Il. | 

héorème 2. Pour qu'un processus gaussien stationnaire 
& (1) soit complètement régulier il faut et il suffit que les opérateurs B. 
convergent uniformément vers zéro, de plus, le coefficient de régularité est 
p (tr) = | B4 Il 

De toute évidence ce théorème reste vrai pour des processus sta- 
tionnaires quelconques si l’on considère des processus complètement 
linéairement réguliers. Pour des processus gaussiens, en vertu des 
relations (4.1.9), (4.1.16), ce théorème donne simultanément le 
critère de mélange intense. | 

Le théorème 2 découle immédiatement de la définition du coef- 
ficient de régularité p (tr). En effet, par définition, on a 


(t)= sup HFinll=sup (Pin, Pén)/?— 
ne H(0, ©), [[nll=i 
= sup (Bin, Porn) = sup (Bu, n)=1 8 [= 1 Bi. 


nEH(—0c0, ©), 1]n1l=1 


Pour des processus à temps discret on peut démontrer une varian- 
te plus intéressante de ce théorème. 

Théorème 3. Pour qu'un processus stationnaire E(t) à 
temps discret soit complètement régulier il faut et il suffit qu’il soit 
régulier et que l'opérateur B, soit complètement continu. 

Lemme 1. Soient H, et H, des sous-espaces d'un espace hilber- 
tien H séparable. Désignons par ®$,, ®, les opérateurs de projection 
dans H respectivement sur H, et H,. Posons B, = FPS ,, B> — 
== Poor. Si les opérateurs B,, B) sont complètement continus, on 
peut choisir dans H, une base orthogonale {{e,;} @ {eis}}et dans H: 
une base orthogonale {{e,;} @ {ex }} ayant les propriétés suivantes : 

1) tous Les vecteurs e,, sont orthogonaux à H, et tous les vecteurs ex 
orthogonaux à W,; 
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2) les produits scalaires (e;;, e2;) sont différents de zéro si seulement 
i En — ]j; ? 

3) e,; sont les vecteurs propres de l'opérateur B,, e,; de l'opé- 
rateur bn. 

Démonstration du lemme. En vertu des propriétés 
élémentaires des opérateurs de projection #,: 5 = P,, PF = P,, 
on obtient facilement que B, et B, sont des opérateurs auto-adjoints, 
simultanément complètement continus ou non. L'opérateur complète- 
ment continu auto-adjoint B, possède dans le domaine de ses va- 
leurs une suite complète de vecteurs propres orthogonaux normés 
€yrs 32, . - | Correspondant à des valeurs propres À,, À», ... diffé- 
rentes de zéro (la complétude signifie que tout vecteur ® = B,h 
orthogonal à tous les e,; est égal à zéro) *). 


Posons e; = 7e Pret Il est facile de voir que 


tous les e,; sont des vecteurs propres de l'opérateur B, correspondant 
aux valeurs Me En effet 


Be; — en a 28 1 Poe; = 


7e PyBie,; = os. 
En examinant les projections &,e>; on s’assure que les vecteurs {e,;} 
sont les seuls vecteurs propres de l'opérateur B. 

Supposons maintenant que les vecteurs orthonormés {ein} 
({e:}) sont le complément du système {e,;} ({e.;}) jusqu'à une base 
dans À, (dans Æ,). Nous allons montrer que les bases {{e,;} @ 
@ {enr}} et {{e;} © {ek}} ont les propriétés requises. 

1) Montrons que tous les vecteurs e,; sont orthogonaux à H, 
c'est-à-dire que pour tous les 4 on a &e;, — 0. En effet, 


2 ns —— ? » + - 
[Il Poein [7 = (ein Poerir) = (Pieir, Po Pain) = (en, Be,x) = 0 
car en raison de la complétude le vecteur B,e:, orthogonal à tous les 
vecteurs e,;, est égal à zéro. On peut montrer d’une manière analogue 


que pour tous les k# on a 6, L H.. 
2) Galculons les produits scalaires (e,;, e:;). On a 


Vu (eus er) = (Peu, Pres) = (Prius,  e15) — 

— (Bieu, e;;) = Aie, eiÿ) = Adi, 
où Ô;; est le symbole de Kronecker. Le lemme se trouve ainsi démon- 
tre. 

Démonstration du théorème 3. Supposons que 
l'opérateur B, soit A ane continu. Soient &,, €, ... ses 
vecteurs propres normés, et À > ho > . les nombres propres 


correspondants. D'après le lemme 1 le: complément de €, €», ... 
jusqu’à une base dans H (—oo, —1) est orthogonal à Æ (0, œ), 


*) Voir, par exemple, [2], page 189. 
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donc sans restreindre la généralité on peut considérer que les vecteurs 
y, 62, . . . eux-mêmes forment une base dans Æ (—co, —1),. 

Soit. un élément quelconque 1 € Æ (—oco, —7T) que nous allons 
écrire comme suit: 


avec 

ja;|={(n, ej)|=[(n, ré) ) III É Pre; ||. 
La régularité fait que pour j quelconque donné on a || Fe; lus 0, 
Par conséquent 


— : 1/2 
1 B:]||— PP, Pni= sup (D'aa;(Soe:, Pie;))  — 


Hnll={ à, 7 


172 1/2 
Sup (> aia; (Bei, e;))° = sup (Œ ja; À; ) << 

Unl=t à, 3 Hnn=i 1 
RE Pre; 7 + su = sp +0 (1). 


IS 
Vu que lim À, = 0 la dernière expression peut être aussi petite que 
S 


l'on veut. | | 

Nous allons montrer que les conditions du théorème sont néces- 
saires. Remarquons tout d’abord qu'il suffit de démontrer que l’opé- 
rateur B, est complètement continu sur Æ {(—o, —1}. Ecrivons 
l’espace H (—oo, —1) sous la forme Æ (—c, —_t) @ R., où le 
complément orthogonal ÆR, de l'espace ÆH (—o, — T7) jusqu’à 
H (—co, —1{) est de dimension finie. Si l’on désigne par Q, le projec- 
teur dans À (—co, —1) sur RÀ,, alors @., + Q, est un opérateur uni- 
taire dans Æ7 (—o0o, —1). Par conséquent 


Bi=(P3+Q) Bi Pa + Qi) = PrBiPs+ Ki Br + Ka 
où l'opérateur K, est de dimension finie. Mais alors on a 
UM BE = B1=0(0) 0, 


ce qui signifie que l'opérateur B;, peut être approché aussi bien que 
l'on veut par des opérateurs de dimension finie et donc est absolu- 
ment continu *). 

Remarque. En démontrant que les conditions du théorème 
sont suffisantes, nous avons démontré par là même un résultat plus 


« 


général, à savoir: 


+) Voir, par exemple, [5], page 47. 
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Soit & (t) un processus gaussien stationnaire à temps discret ou con- 
linu, et supposons que pour T>>0 quelconque l'opérateur B, soit 
complètement continu ; dans ce cas le processus est complètement régulier. 

Démontrons le théorème suivant. 

Théorème 4. Pour qu'un processus gaussien stationnaire 
soit absolument régulier il faut et il suffit qu'il soit régulier et que pour 
un To quelconque l'opérateur B., soit complètement continu et de trace 
finie *). Dans ce cas tous les opérateurs B,, t > 50 sont de trace finie 
et le coefficient de régularité (absolue) est 


Bt) <V Sp, T—+ 0, (4.2.1) 


où Sp B, désigne la trace de l'opérateur B,. Plus exactement, si 
B(t) — 0, on a 


Le) PRE TE PU 
Re Clin <a < 7 


Démonstration**). Nous allons préalablement établir 
quelques propriétés générales du coefficient B (rt). Soit {n, (u), 
u EU; no (v), v € V} un système quelconque de variables aléatoires 
gaussiennes. Désignons par %,, >, À les o-algèbres des événements 
engendrées respectivement par Îles systèmes {n, (u), u € UY}, 
{n2 (v), v EVE, {ns (u), ne &); u EU, vE VY. Soient ensuite F7, 
H;, H;, les espaces linéaires tendus respectivement sur {:, me}, 
Lu {n2}. Désignons par pu, 2 les projecteurs dans H sur H,, 

. Soient enfin 


nn A Le: 


Bi Pi PoP Ba = Pah Po. 
Posons 
B—$({ni(u), n(v)}) =M 4 |[P{AÏUH}—P{A}I. 


Désignons par Q1, Q», © les mesures de probabilité engendrées 
sur les algèbres A1, À, À par {m(u), uEU; m(v), vEV}. Notons 
© la mesure de probabilité sur % coïncidant sur %, avec la 
mesure @,, sur %, avec la mesure @, et telle que les algèbres À, 
9, soient indépendantes par rapport à la mesure Q (on peut poser 


Q—Q: X Qù). 


Lemme 2. On a l'égalité 
Â _ 
B—1 Var (00). 


*) C'est-à-dire nucléaire. 

**) Dans la démonstration sont utilisés certains résultats de l’article 
de V. Volkonski et Y. Rozanov « Théorèmes limites dans le cas des 
fonctions aléatoires». Teoria veroïatnostei i eïe primenenia, VI, n° 2 (1961), 
202-215. 
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Démonstration du lemme. Nous allons tout d'abord 
montrer que 


| __ 

7 Var (0—D<B. (4.2.2) 
11 suffit de montrer que pour tous les événements € du type € — 
— Ù 4,B,, où A, EU,, B,E%: et tous les 4;B; sont deux à deux 

; | 
incompatibles, on a l'inégalité 
IQ(C)—Q(C)I<R. 

Si C est un événement du type mentionné on peut toujours l’écrire 
sous la forme € — U À;B;, où B;, B; sont cette fois deux événements 


+ 
quelconques soit incompatibles, soït coïncidant (tous les événements 
A;B; étant incompatibles). Au lieu de B° nous allons de nouveau écri- 


re B;. Comme Q (C) > © (C) on a 
Q (C)—Q(C)= 2 [P{A4:B:}—P {Ai} P {B:}] — 


=S | [P{4;|%2}— P {A;}] dP. (4.2.3) 

i B, 
Si Bi,, ...,B;, sont des événements quelconques coïncidant de la 
suite Bi, Bo, ..., les événements leur correspondant À, sont dis- 


_ l 
joints et posant 4; = U 4; on trouve 
8— 1 


3 | PaIt)-Ptaar— (PI) 
8 LU it 

— P4{4;}] dP. | (4.2.4) 
D'où on trouve compte tenu de (4.2.3) 

e(C)—0(C)= X | 1P {41%} P{4} dr, 
à 
où B,, Ba, . .. est une suite d'événements disjoints de X. Par con- 
séquent 
IQ(C)—Q (CIS | sup |P{AI%:)—P{4)|dP— 
r & ca, 
= | sup|P{AI%)—P(4}|dP<B. 
UB, AY; 
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L'inégalité (4.2.2) se trouve ainsi démontrée. 
Passons à la démonstration de l’inégalité inverse. Désignons par 


I, le sous-ensemble de A, de tous les événements du type {ns (wi), 
., M1 (&5)) € À}, où À est la réunion de cubes de dimension 2s à à 


sommets rationnels. L'ensemble À, est dénombrable. On peut sup- 
poser que lorsque l'on définit 8 on prend le suprémum seulement par 


rapport à A € %, (le lecteur peut inclure cette condition dans la 
définition de f). À Chaque événement élémentaire w € { correspond 


l'événement À; € À tel que 
P{4|%)—P (42 sup|P (A1W)—P{4)[—e, 8 > 0. 
| 1 


Désignons par B; les événements constitués par tous les © corres- 
pondant à un même À;. [lest évident que B; € %2 On peut consi- 
dérer que tous les événements B; sont incompatibles (dans le cas 


contraire on aurait pu envisager les événements P, — B;, B = 
= B,\X B;, B3 (Bo U Bi), ... ). Par conséquent sont incompati- 
bles les événements 4;B;. Donc 


B— | sup |P{A|%}—P{4}| dP< 
4 AEY, 


< D, | IP{4;1%2)—P {AI dP +e— 


J B; 


ÿ 


=IQ(UA;B)—0(UABN+ES + Var(Q—0j+e. 


Le lemme se trouve ainsi démontré. 
Lemme 3. Si les ensembles U et V sont finis on a les inégalités 


-3Sp Bi+- (Sp B1) |. 
1 ass 4 4 2 
a VS 1 (nt in) 


. ; { du 
PE — TE V Sp Bi + Spies — AE — | 
‘(4.2.5 


Les constantes ———— et De précédant VSrE: B; sont exactes. 


TE 
Démonstration. Ne vertu du lemme lon a {mi(u), uEU}=— 

= {Miss ec Min}, {ne (0), VE VŸ = {mas : .., Mon}. les vecteurs {ns1, ... 
-., Min}s {Mes ..., Mn} Se composent de variablés normales indé- 
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pendantes de moyenne nulle et de variance égale à 1, de plus 


MniiMoi = di50:, 12012 ...20n >Ù 
et 
SpB=SpB=2p4 |Bill=|Bl=pt 
Comme pour 0, = 1 l'affirmation du lemme est triviale, nous pose- 


rons p, << 1. Sous les hypothèses faïtes, en désignant par pi(x), 


Pa(y); pis (2, y), à = (au, ..., Tn); D (Vis 20) les densités 
de probabilité des vecteurs gaussiens (m1, . . ., Min), (eu, 


— Non): (Mas ce. s Mins Mots + +: Non) on à 


Var o—Q1- | Î |Pia(x, y)—pilx) pa(y)|dr dy, (4.2.6) 


RTR" 


LR 1Lw,2 _n _1o, 
pi(x)= (2x) 2e ne pa(y)= (2x) *e r 2, 


” TH yi—20iTiyi 
P12 (x, y) = (21) [= TÉ — exp | — RC 
Ecrivons le second membre de (4.2.6) sous la forme suivante : 
Pis (x; nn 1| =. 
{FRE mo pt ardt} 
RNRN 
où 
: penis Me) su Ptit PNB Pimninas 1 4 
= irons — 2 2(1—p}) av 0i 


et l'espérance mathématique M se calcule par rapport à la mesure O, 
c'est-à-dire en supposant que toutes les (111, . .., M2) sont indé- 
pendantes. 

Développons et en série de Taylor, en écrivant le terme résiduel 
dans la forme de Lagrange, soit 


est et, 0<e<1. 


On à alors 
Mle- c—1|— 
“a Je-eilao+ [- Eee dd > 
et , {<0} — 
Qu-E)ae+ F{ig-Les)d0> 
us 0). OU Oté0r | 


>= 2 Me Met, 
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D'une manière analogue on démontre l'inégalité 
Me-t—1< Me — 5 ME + Mtte-t. (4.2.7) 


Remarquant que M£e-t — ME? où M est l'espérance mathéma- 
tique par rapport à Q, on a 


MIGI—S ME + ME < 28 SM IE +5 ME + ME). 
(4.2.8) 


Introduisons les nouvelles variables aléatoires u;, v, telles que 
1 1 
Ui = 7g lui ai), = Qi Mai). 


Il est évident que Muiv; — Muiv; —0, donc les variables aléa- 
toires gaussiennes (44, -.., Un; Uy, ..., Un) Sont indépendantes par 


Lan.ai 


rapport aux deux distributions © et Q. De plus 


Mu; — Mr; — 0, Mu? — = Mr? — = À, 
Mu; = Mr; —= 0, 
, dE _ À Di 
Mui=(1—#), Mi=(i+ te). 
Avec les nouvelles variables on a 


1 Pi (1 pi) uÿ—p; (1— pi) vi à 
és De 4e, — ‘douspi) : 
D'où on obtient facilement 

Me = Di + (MY < 


1 __2SpÆæ _I 84 [2 
ni PRE ne + (SP Be IE? ) |: 


Dr [25 Bi+ ape + (re) 


Il est un peu plus difficile d'obtenir l'estimation de Mél. 
Nous remplaçons d’abord & par une variable aléatoire plus simple 


1 9 pi (uv), 
en nous servant des inégalités évidentes 
Mini-MIG—- HI MIEISMIGI+ MIE—G (429) 
Mié—t]<Sp: Pr ETS) 


1—11 84 1 


& 2] CONDITIONS DE RÉGULARITÉ ET OPÉRATEURS B, 145 


Enfin l'estimation de M|£,;] est donnée par le lemme suivant: 
Lemme 4. On a les inégalités suivantes : 


V SPP >ficl> LV B; . (4.2.10) 


= 


Démonstration du lemme 4. Nous commençons par cal- 
culer la fonction caractéristique a (0) de la variable aléatoire &:. 
La fonction caractéristique de chacune des variables aléatoires 
uÿ, vu? étant 


alors 
a (8)=[T (1+ 0182). 
À 
Puis sur la base de l'égalité 


\ sin &0 


5 dû — x sign 


— 00 


on obtient 
M6: [= Mé; sign = 


M{& EP TS: a’ SOC (—8) dd = 


— 00 — 00 


a II +018)" (3 ir ) de. 


En désignant par À; la dernière égalité devient 


ms 0 À . 
Mie {aa Tr (5 h-)de (42410 


Déterminons les ‘bornes supérieure et inférieure des fonctions 


nr) IL (A +Me)-72 (Br) * 


—— 00 


dans les simplexes D het, à; > 0. La méthode classique de recher- 
che des extrema, la méthode des multiplicateurs: de Lagränge, par 


10-0191 
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exemple, montre après des calculs peu compliqués que la fonction 
D atteint un minimum (maximum) pour des coordonnées égales 
M = À = ... ou aux sommets du simplexe ZA; — 1, à; > 0. 
Par conséquent l'intégrale dans (4.2.11) a pour borne supérieure 


su [ (+2) as 
L T (s —1) ”. 
1b)i 


= in Va V6 Vie /2n.  (4.2.12) 


ss 1 


= sup 4x Vs 
$ 


8 Co 


[ (s) est ici la fonction T d’Euler à laquelle nous avons appliqué la 
formule de Stirling. D'une manière analogue cette intégrale n’est 
pas inférieure à 


| (4 + 62)-/2 40 — 2. (4.2.13) 
Les estimations (4.3.12) et (4.2.13), ainsi que l'égalité (4.2.11) 
permettent d'’ SL 


= VSp Bi >M|u|> 2 VSpB. 


La démonstration montre que les deux estimations ne peuvent être 
améliorées. Le lemme 4, ainsi que le lemme 3 se trouvent ainsi dé- 
montrés. | 

Lemme 5. Dans les conditions du lemme 3 on a 


[LED 4 pit) my) dr dy= IL(1—-0D 11. (42.44) 

Le lemme se démontre par le calcul direct du premier membre de 
(4.2.14). 

Abordons maintenant la démonstration du théorème 4. Soit Q. 
la mesure engendrée par notre processus aléatoire £ (4) sur la réunion 
des o-algèbres J (—co, —t) et À (0, co); désignons par Q, la me- 
sure coïncidant avec Q sur À (— 00, — t) et À (0, æ) et telle que les 
o-algèbres % (—co, —Tt), À (0, oo) soient indépendantes par rap- 
port à Q.. En vertu du lemme 2ona 


B (x) — > Var (Q, — Q,). (4.215) 


Supposons que le processus Ë (£) soit absolument régulier, c'est-à- 
dire que lim f(t) — 0. (4.2.15) pérmet d'affirmer qu'il existe 


T— 00 
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toujours un nombre 7T, tel que pour + > t, quelconque on ait 


+ Var (Q: — Q) = BD <<. 


Par conséquent pour t > % les mesures Q, et ©, ne sont pas singu- 
lières; étant gaussiennes, elles sont conformément aux résultats du 
$ 2 du chapitre III absolument continues l’une par rapport à l’autre. 

Choisissons dans l’espace H (—co, — +1) une base quelconque 
Mais Mie - - …, et dans l’espace À] (0, œ) une base M, Mo, . .. 
Considérons le vecteur (mis, . + ., Min: Moi» + + ., Mon); les mesures 
O, Ô engendrées par ce vecteur, l'opérateur B, et Les nombres propres 
de l’opérateur B, seront dotés de l'indice n, c’est-à-dire que nous 


# Ce É = 7 d 
écrirons respectivement @,, Qn, Bin: Pin. Posons p, = R . [est 
rm ce 


facile de calculer que 
M ln pa = —+ D In (1 — ph). (4.2.16) 


La continuité absolue des mesures Q,, @, entraîne que, comme il 
a été montré au $ 2 du chapitre III, 


sup | M In p, | oo. (4.2.17) 
R | | 
D'où, compte tenu de (4.2.16), on obtient l'inégalité 
sup SP Bin < 00. 
nr 
Pour r — co les opérateurs B;,, convergent faiblement vers !' opéra- 
teur B,, c’est-à-dire que l’on a lim (Bin, n) = (B,n, n) (les opé- 


rateurs B,, sont de toute évidence définis partout dans Æ (—, co), 
Par conséquent l'opérateur B, a une trace finie. 


Supposons ensuite que q, soit la densité de Q, par rapport à Q.. 
En vertu des résultats du chapitre III (page 92) on a pour t > % 
= M (Gr | A); 
où Le est la réunion des o-algèbres A (—oo, —+T), À (0, oo). 
D'après (4.2.14) on a 
M}|g:—1 É < ©. 


En vertu des théorèmes bien connus de la théorie des espérances 
mathématiques conditionnelles, les variables aléatoires g, convergent 
en moyenne quadratique vers gx pour t —> oo. Le processus absolu- 
ment régulier. £ ({) est régulier, c'est-à-dire que l'intersection 
M À (—oo, —7T) est triviale, par conséquent, on a forcément 
: | 


ide 
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En effet, la variable aléatoire ge — M (gx | A) est mesurable 
par rapport à x — À (0, æ) et pour tous les À € A, par défini- 
tion de l’espérance mathématique conditionnelle on a 


Ja 20= | gua0= | dns 2e Lo 


Ces égalités signifient que gx =— 1 avec une probabilité égale à 1. 
En vertu de (4.2. 14) on à 


Sp Br SM]g—1P=MIg—gof =— 0, 


et le lemme 3 permet de trouver les relations limites (4.2.1). 

Inversement, pour un T, quelconque l'opérateur B,, est un opé- 
rateur complètement continu de trace finie. Le processus & (t) est 
alors complètement régulier (voir la remarque au théorème 3) et 
12, || — 0. Nous allons supposer que l'on a déjà || 24, I << 1. 
Il est également évident qu'avec B., tous les opérateurs B,, t => Tv, 
ont une trace finie et 


“Sp B, < Sp B>. 
Choisissons maintenant, en utilisant la continuité complète des 
opérateurs B., les bases M11, Mio, + « «+, Mau, Mo, . . . comme men- 
tionné dans le lemme 1. En vertu de (&. 2.16) on a 


: | 
sup | Min pa|< Sp Be (1 + DT I ): 


Revenant de nouveau au $ 2 du chapitre III on voit que les mesures 
Q, et Ô. sont absolument continues. De plus, comme nous l’avons 
déjà mentionné, le processus & ({) est complètement régulier et a for- 
tiori il est régulier. Gore nous l’avons déjà montré dans ces cas 


et donc, vu (4.2.14), on a Sp B, — 0. La référence au lemme 3 dé- 
T—+ 00 
montre maintenant le théorème. 
. Remarque. Dans le cas des processus à temps discret Île théo- 
rème s’énonce plus simplement, à savoir : 

Pour qu'un processus gaussien stationnaire Ë (t) à temps discret soit 
absolument régulier il faut et il suffit que F'OPERPEUr B; soit un Opé- 
rateur complètement continu à trace finie. 

“En effet, comme mentionné lors de la Hénivsstration dû théo- 
rème 3, pour des processus à temps discret les opérateurs B, ne dif- 
fèrent de l opérateur B, que par un opérateur de dimension finie. 

Théorème 5: Le processus gaussien stationnaire & (t) satisfait 
à la condition de régularité (4.1.5) si et seulement si B, — 0 pour tous 
les T => To. 
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Dans [14] on peut trouver la démonstration de ce théorème sim- 
ple. Notons seulement que l'égalité B. — 0 signifie que les espaces 
H (—oo, —Tt) et Æ (0, oc) sont orthogonaux ce qui entraîne que les 
o-algèbres À (— co, —7T) et A (0, co) sont indépendantes. 

Enfin nous montrerons dans le paragraphe suivant que les con- 
ditions de régularité absolue et de régularité informationnelle coïn- 
cident. 


ù 3. Condition de régularité informationnelle 


Théorème 6. Pour qu'un processus gaussien stationnaire 
E (4) soit informationnellement régulier il faut et il suffit que pour un To 
quelconque l'opérateur B., soit complètement continu à trace finie. 
Tous les opérateurs B,, 7 >> To, ont alors une trace finie et le coefficient 
de régularité informationnelle est 


I (x) — + Sin({—p})-+SpB (4.3.1) 


où p? est le i-ième nombre propre de l'opérateur B.. 

Nous allons déduire ce théorème du résultat général suivant. 
Soit {E (u), u E U;n (v}, v € V\ un système quelconque de variables 
aléatoires gaussiennes. Soit 


Tin = TE (U), “EU; nt, ve V} 


la quantité d'information que contiennent fE (u}, u € U} sur 
{ n (v), v E V}. Soient enfin comme habituellement H,, H, des 
enveloppes linéaires fermées respectivement de {E (u), u EU} et 
de {n (cv), vE V}; X,, X les o-algèbres engendrées par les variables 
{E (u), u EU}, {n (v), v E Vhet B,, B, des opérateurs auto-adjoints 
non négatifs, définis sur les espaces }7,, H, comme mentionné ci- 
dessus. On a alors le théorème suivant *). 


Théorème 7. La quantité d'information I:, est finie si et 
seulement si l'opérateur B, (donc également B;) est un opérateur com- 
plètement continu à trace finie, et || B, [| << 1. Dans ce cas 


en + 2: In(1—pt), (4.3.2) 


où pi>p; >... sont ious les nombres propres de l'opérateur B:. 


Démonstration du théorème 7.1. Nous allons 
tout d'abord calculer Ia quantité d'information contenue dans la 


*) L Guelfand, A. lag lo m. Sur le calcul de la quantité d'informa- 
lion sur une fonction aléatoire contenue dans une autre fonction du même type 
(en russe). Uspekhi math. nauk XI, rec. 1 (1957). 
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variable gaussienne E sur l'autre variable UE liée à celle-ci d’une ma- 
aière gaussienne. On peut évidemment écrire 


ME = Mn —0, ME = Mn? = 1. 


Soit de plus MËn — — p de-telle sorte que la densité mutuelle des. va- 
riables envisagées est 


_ + y 2pzy 
PU TES — exp { 2 (A—p? 
On a 
er P{4iBj) Pr 
Zen = sp Ds AnP{E) P{A4;B;)}, (4.3.3) 


où le suprémum est pris sur les événements du type A ={é6€E 
CEi}, B;={nEE;}, Ei, E; étant des ensembles boréliens linéaires. 
Par conséquent 


_ 7 Q12 {E: X E°} 
Len = LE >,In Qi {E; } Q (E! a O2 (E: X E;), (4.3.4) 


Où Qus, Q:, Où sont des mesures sur le plan et sur la droite, induites 
respectivement par les distributions des variables aléatoires (£&, n), 
Éetn: 
Qu(E XF) =P{HEE, nEF}, 
Q(E)= PÉEE}, QG) =PMEF}. 


Supposons tout d'abord que p << {. La mesure @,, est alors abso- 
lument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, les mesures 
Qi2, O1 X Q, sont mutuellement absolument continues avec la densité 


Q12 (dx dy) p(x, y) 


me © me 


Q1(dx) Qa(dy)  p(x)P(y) ? 
où px) = ne est la densité de probabilité des variables Ë, 1 
ré” 
La somme dans (4.3.4) est donc une somme intégrale pour l'intégrale 


de. Lebesgue de la fonction In PE p (x, y). Par conséquent 
ln | [in EE p(x, yardy= 


1 
un He nt (3) 


Si p = 1, on à Jin — co. Pour s’en convaincre il suffit de poser 
dans (4.3.3) À, — B,, ..., À, — B, avec des probabilités égales 


u 11 CONDITION DE RÉGULARITÉ INFORMATIONNELLE 151 


à P {4;} — — Pour tous les z on a 
Lin > In n. 


Comme pour p — 4 le second membre de (4.3.5) devient infini, on 
peut considérer la formule (4.3.5) également vraie dans ce cas. 

2. Supposons maintenant que les ensembles U, V soient finis. 
La quantité d’information Zen est invariante par rapport aux trans- 
formations non singulières des espaces Æ,, H,. Ceci découle immédia- 
tement de la définition de la quantité d’information (4.1.6) et du fait 
évident que les o-algèbres Y,, M, sont invariantes par rapport aux 
transformations mentionnées. Pour cette raison et en vertu du lem- 
me À, on peut considérer dès le début que 


te (u), (22 € U} = (5: | En); {n (v), U € V}= (RIRE 3 Nn)» 
où tous les couples (£;, n;) sont indépendants et 
ME, = Mn; = 0, DE; = Dn: — 1, ME: — pr. 


Dans (4.1.6) il suffit de prendre le suprémum sur les événements 
À;, B; répondant aux conditions suivantes : 


À; É {E: (a Es; ser 2 en € Ein}; B ; A {n: € E;,, re > Mn € Ein}. 
L'indépendance des couples (Ë;, n;) permet d'écrire alors 
ln 2 ln, 


et par conséquent en vertu de (4.3.5) 


; n 
Ten= —- 2, m(i—pi) 


i=1 


avec Jin << co dans le cas et seulement dans le cas où p, — 
= V | Bi | < 1. 

3. Passons au cas général. Au point 1 de la démonstration nous 
avons déjà signalé que si {| B, || — 1, on a 7: — co. Il suffit donc 
d'étudier le cas !| B, || << oo. 

Supposons que B, ne soit pas un opérateur à trace finie. Prenons 
n variables aléatoires quelconques &,, . .., &, de la famille {£ (u), 
u € U}et n variables aléatoires n,, . . ., n, de la famille {n (v), 
v € V}. Désignons par B°° l'opérateur correspondant à ce choix de 
variables aléatoires. Bien entendu, les opérateurs B® peuvent être 
envisagés sur tout l’espace FH, tendu sur {E (u), n (v)}. Désignons 
par À >>... > Àf les nombres propres de l'opérateur B° 


(qui est fini). Il est clair que À!” — | 8 | & || B <1  ÿ 
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Les variables aléatoires (E,, . . ., E,), (M, . .., M.) peuvent 
être choisies de telle sorte que les opérateurs B°” convergent faible- 
ment vers B,. On a alors 


lim Sp B@ = lim > A — oo. 
ñn LL 1 


Par définition de la quantité d’information (4.1.6) 
Lin ZT ((E1, ... Gr): (ns re Mn). 
Mais comme nous l'avons déjà montré au point 2 


I ((E1 er ene (oies Mn))= —-+ 12 In (1 pre 


Mt 1 


par conséquent, si " À — 00, On à. également Lin = — 00: 
Supposons maintenant que B, soit un opérateur complètement 
continu à trace finie. En nous basant sur le lemme 1 prenons dans les 
espaces H,, H; les bases (&,, E2, . . .), (M1, Mo, . . .) composées des 
éléments propres des opérateurs B,, B,. Dans ce cas ME;n,; — p;, 
où p? sont les nombres propres des opérateurs B;, B.. | 
En choisissant r suffisamment grand, on peut approcher aussi 
bien que l’on veut des événements À € Y,, B € A, quelconques par 
des événements mesurables par rapport aux variables aléatoires 
(Eee de (rides Nn)- En nous référant de nouveau à la dé- 
finition de la quantité d’information (4.1.6) nous trouvons que 
Jin = lim Z(6:, es Én Mis Tale 


À > 00 


; n 
T'(&:, ras bn Mis co.) Mn) = 9 > In (1 — pf). 
1 


Le théorème 7 se trouve ainsi démontré. 

Ce théorème a pour conséquence immédiate qu'un processus aléa- 
toire & (£) est informationnellement régulier si et seulement si les 
opérateurs B, ont une trace finie pour t => t, et que l'égalité (4.3.1) 
est vraie. Au cours de la démonstration du théorème 4 nous avons éta- 
bli que lim Sp B, — 0 si seulement Sp B+, << © pour 7, quelconque. 


T 
Le thécrème 6 se trouve aussi démontré. 

En comparant les théorèmes 4 et 6 on voit que les conditions de 
régularité absolue et informationnelle sont équivalentes et que par 
exemple pour 7 : + Ô on a 

—<lim UE g lim ET B° (Tr) x 


Fe <lim TI ZOO A 
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Remarque. Compte tenu de la remarque au théorème 4 on 
peut affirmer que pour qu’un processus gaussien stationnaire E (t) 
à temps discret soit informationnellement régulier, il faut et il suffit 
que l'opérateur B, ait une trace finie. 


$ 4, Condition de régularité absolue. 
Processus à temps discret 


Dans ce paragraphe et dans le suivant nous allons donner une 
description complète des processus gaussiens stationnaires absolu- 
ment réguliers (des. processus satisfaisant à la condition (4.1.3)). 
Ensemble avec les résultats du $ 3 ceci nous donnera également la 
description des processus informationnellement réguliers. 

Théorème 8*). Pour qu'un processus gaussien stationnaire 
ë (t) à temps discret t — 0, + 1, . .. soit absolument régulier (donc 
également informationnellement régulier) il faut et il suffit que sa den- 
sité spectrale j (À) admette la représentation 


F(=TE (e7) fa (à), (4.4.1) 


où P (z) est un polynôme à racines sur la circonférence | z | — 1 et les 
coefficients a; de la série de Fourier » a ein de la fonction In a (à) 
sont tels que 


D [i1la F< 00. (4.4.2) 


La démonstration est basée sur le théorème 4, plus 
exactement sur la remarque à ce théorème. Bien entendu, la for- 
mulation. analytique du théorème 8. exige qu'on passe de l’espace 

H (—00, w) à l’espace isométrique des fonctions L(F). Pour ne pas 
introduire de désignations supplémentaires, nous désignerons égale- 


ment par B* les opérateurs dans L (F) analogues aux opérateurs B*. 

Tout processus absolument régulier est régulier et par conséquent 
(voir $ 2, chapitre II) sa densité spectrale f (à) peut s’écrire sous la 
forme 


FX) = | 8 (6%) P, (4.4.3) 


où g (z) est la fonction extérieure de la classe de Hardy $£? dans le 
cercle. 


| | TA 

Introduisons la fonction c(À) RC et désignons par 
, &(e ) 
>, cjeïh sa série de Fourier. 


J——00 


#) EL Ibrahimowv, V. Solev, Sur une condition de régularité des 
processus gaussiens stationnaires (en russe). Doklady Akademii Nauk SSSR, 
185, n° 3, 509-512. 
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Lemme 6. Pour que le processus £ (t) soit absolument régulier 
il faut et il suffit que la série 


0 
2 lille; (4.4.4) 


soit convergente. 

Compte tenu de la remarque au théorème 4 (page 148), il faut 
montrer que la convergence de la série (4.4.4) est équivalente à ce 
que l’opérateur PB, soit nucléaire. Il nous sera plus commode d’avoir 
affaire à l'opérateur Bj = SSS;PS unitairement équivalent à 
Bi, &%? étant cette fois le projecteur dans Z (F) sur Le, «, (F) 
et P- le projecteur dans Z (F) sur L,_+, _,,(F). Il suffit de considé- 
rer Bi comme un opérateur de Lio, w, (F) — L*(F) dans L* (F). 
On sait *} que pour que l’opérateur B* soit nucléaire (donc ait une 
trace finie) il faut et il suffit que pour une base orthonormée quelcon- 
que {e;} dans L* (F) la série > (B'e;, e;)r soit convergente. Si cette 


3 
série est convergente pour une base orthonormée quelconque, elle 
converge également pour toute base de ce type, et sa somme est juste- 
ment égale à la trace de l'opérateur B;. 

Prenons pour base orthonormée dans Z*(F) les fonctions 
en (À) = ethig T fein), k — 0, 1, ... Il est évident que le sys- 
tème {e,} est orthonormé ; nous allons montrer que ce système est 
une base. 

En effet, dans le $ 2 du chapitre IE nous avons montré que tout 
élément p € L*(F) peut s’écrire comme w,/g, où p, € 2. Si E czer 
est une combinaison linéaire quelconque des éléments e; on a **). 


Ï P— » Cr ||r = | Pa — > CReiñr || (es 


Les combinaisons linéaires Z c,ei* étant denses dans S£?, la dernière 
égalité signifie que les combinaisons linéaires È c,e, sont denses dans 
L*(F), c'est-à-dire que {e,} est une base dans L* (F). 

D'une manière analogue au lemme 2 du chapitre IT on peut dé- 
montrer les égalités suivantes : 


i=gille, Mg lle, 


où Il:(Il;) sont les projecteurs dans Z2(—n, x) sur e@£2 (sur 


*) Voir, par exemple, [5], page 55: rappelons que tous les opérateurs Bt 
sont positifs. 

*#) Rappelons que la notation || || (®) désigne un norme dans l’espace 
LP (— 5, x). 
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er ige?), Donc 


SpBi= Ÿ (Bies, er D (PSP IPéex, Ei)r — 
k=0 Rkh=—0 
00 00 _ = à) 
2 (Pier, ep)r = 2 (m+ gi + ent) — 
00 _ 00 TT — 1 à 
= (| TG ein 2)? x { | D ejaetni ln — 
k—0 R=0 —7x j——00 
1) 
= D ObIIge (45) 
J—=— 00 


Le lemme se trouve démontré. 

Il nous reste à démontrer que les conditions du théorème 8 sont 
équivalentes à celles du lemme 6. | 

Nous allons vérifier que si sont vérifiées les conditions du théo- 
rème 8, celles du lemme 6 le sont aussi. En vertu de (4.4.2) on a 
Ina € £'(—x, x) et à plus forte raison In a € £!'(—7x, x). Donc 
la fonction a (4) peut s’écrire sous la forme a (À) — |g, (eh) |?, où 
g, est une fonction extérieure de la classe G£?. Par conséquent on 
a également f (À) — | g (eà) | ?, où la fonction extérieure g (z) — 
= PAG 

Si ei, ..., e*" sont les zéros du polynôme L (2), on a de toute 
évidence 


— eite—iva ( — 1)", 


où & est un nombre réel. Donc il suffit d'étudier la fonction c, (À) — 
ga (e°*) 
81 (ei?) j 
est convergente. Qui plus est, nous montrerons la convergence de la 
série 2 || c1; P. Nous aurons besoin du lemme suivant: 


ms 
Œ—— 


= See et de montrer que la série > | Île; À 
0 


Lemme 7. Soit la fonction h (à) — Dh; ei appartenant à 
£L° (—x, x). Désignons par © (6; h) le module de continuité de la fonc- 
tion h dans la métrique £*, c’est-à-dire 


It 


o (6; À) sup ({ 12048) 20) Pa)" 
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Les inégalités 


Da (+:x)< 0 (4.4.6) 
1 
et 
DHilta; P< oo (4.4.7) 
sont alors équivalentes. 
En effet 
D w? (=; <a: sup 4 S |; P sin? + Be 
ñ 1 8x j=—00 


00 


SD DIMPAHD Dit DInP D + 


tn n=1i ljl>n = — 00 | n>lil 


PE ; [311R; F<5 Z1ill, F: 


in 


sin æ 


Inversement, si [x|<[ 4 on a > ie donc 


» (—;r)> 4 Y > hPsin 2 > 


n=1 HI<n 

un 4 

TÈ TT à, [hPP— 
i<r 


4 “9. { 1 . 2 
9. > lp D Dr DIR. 


J=— 00 n>bl 
Le lemme se trouve ainsi démontré. | 
Revenant à la démonstration du théorème remarquons que g, — 
, - | nr 
= exp { 7 (In a +iln a) } et que par conséquent gi/g, — 


— exp {—i In a}, où hk désigne une fonction harmoniquement con- 
juguée de h. Les valeurs absolues des modules des coefficients de 
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Fourier des fonctions In a et în a coïncident, doné « (6; In a) — 
— @(ô; Ina). Ensuite 


jexp{—iln a(A+6)}—exp{—ilna(A}}|= 
—exp{—i(Îna(à+86)—Tna(h))}—1|< 


< [in a (à + 6) — În a (à) |. 
Donc on a également 


o (5; <a (6; In &)—@(6; In a). 


En revenant au lemme 7 on voit que la convergence de la série 
S |j la; [? entraîne celle de la série D, 1j [|[c; (2. Nous avons ainsi 


démontré que les conditions (4.4.1), (4.4.2) du théorème 8 sont suffi- 
santes pour la régularité absolue du processus gaussien Ë (f). 

Le fait que ces conditions sont nécessaires est plus difficile à mon- 
trer. 

Supposons que le processus Ë (t) soit absolument régulier. Il 
est alors régulier, sa densité spectrale étant f (4) et In f € ZT (—x, x). 
Introduisons la notion de coefficient de régularité (totale): 


pti; f=sup] | pt) 7 G)dà|=sup|(e, Wrl, 
LE 


où le suprémum est pris sur tous les ®, 5 appartenant respectivement 
aux sphèrés unitaires des espaces L(o, «) (F), L(_o, er) (F). 

Dans le paragraphe 1 nous avons déjà noté que tout processus 
gaussien absolument régulier satisfait à la condition de mélange 
intense et est donc complètement lise c’est-à-dire que 
lim p (x) = 0. En particulier, on peut trouver un # tel que op (k) << 1. 


T— 00 
En vertu du théorème 4 du chapitre V la densité spectrale f (À) peut 
s'écrire sous la forme 


f @) = | P (ei) Pa (à), 


où P (z) est un polynôme à racines sur | z | — 1, et la fonction a — 
= euro, [lu [9 & oo, [lv 1 << n/2. En vertu du théorème cité 
les coefficients de régularité p'(t;'a)etp (x: +) constéuits d' aprèsles 


densités spectrales a et _ sont tels que 


ptiag<t, pis) =r<t (4.4.8) 
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Il est évident que la fonction a (À) peut s’écrire sous la forme 
| g1 (et*)|?, où g, est une fonction extérieure de G£*. Si tout comme 
dans la démonstration de la suffisance on pose 


C1 (À) = 81 a = > Éd 


D ain 
à partir du lemme 6 et de l'égalité FR — eiñe-iva (—1)Y on peut 
€ 
démontrer la convergence de la série >, | j I c1; l. Si cette série est 
convergente on a 


D} nf (Les (A) — et (A) 1164 


n— 
00 —(n+1) 


<} > eue > illes P< 00. (4.4.9) 


n— 

Soit une suite de polynômes À, (z) telle que 
21 (Ile: (A) —e- it, (ein) [(2)2 < oo, (4.4.10) 
n—0 

posons eg, A,—Qn(e-%)+B,, où QA(z) est un polynôme de 


degré non supérieur à n, et B,€ S£2. En vertu de (4.4.8) 
(| CL(A)— ein À, (À) [1272 — 


= {1 — Qu (ei) — Ba (où) PTE 


> 
TT 
Fe a, | dk 
2 (1400 -Qenp + | 12 (en) PS — 
— | —H | 


2] | Tete — Qu (e-")) Ft 


A 


dh 

rw |> 
TT FT 

> | Later) 0, (e-n)r-T + | 18, (et) F 


—T 
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— 2p (jen 0, (ef TR X 
x [En (ei) PT) D (1 0) | Tete — Qn (8-1) Pa. 


Donc en même temps que la série (4.4.10) converge la série sui- 
vante: 


00 ñl 
| GN i dh 
2 E | Leu (ef) — Pa (en) PTE, (4.441) 


IT 


où l’infimum est pris sur tous les polynômes ?, (ei) de degré non 
supérieur à 7. 

Le problème se réduit alors à l'étude des propriétés des meilleures 
approximations de la fonction g, (À) par des polynômes dans la métri- 
que de l’espace Z°? de poids 1/a. A cet effet il est naturel d'introduire 
les polynômes @, (2; 1/a) — @, (z), v— 0, 1, ..., orthogonaux, de 
poids 1/a. Pour faciliter l'assimilation du matériel nous avons donné 
la forme de lemmes à certaines propriétés de ces polynômes. On peut 
trouver la démonstration de ces lemmes dans de nombreux ouvrages 
sur les polynômes orthogonaux ; dans ce qui suit nous nous référe- 
rons à l'ouvrage de U. Grenander et G. Szégô [11], le plus utile à notre 
avis pour les spécialistes en théorie des probabilités. 

Soit w (À) une fonction sommable non négative sur [—x, x]. 
On suppose de plus que In w € £'(—7n, x}, donc &w (À) = | y (ei)l?, 
où y (2) est une fonction extérieure de la classe S£?. On appelle poly- 
nômes orthogonaux de poids w les polynômes p:(z: w), mp, (2; w), . .. 

……, Pv (23; Ww), ... satisfaisant aux conditions: 

a) @, est un polynôme de degré v ayant devant le terme de degré 

supérieur un coefficient positif ; 


KL: a 
b) x | DLz; w)p(z; w)w(a)d\=6ô, z—e, 


— JT 


Posons de plus q* (2; w) — z"p, (2"!). Les polynômes ®,, p% sont 
liés entre eux par les relations suivantes (voir [11], page 58): 
knzPn (2) _. knH1Qn+1 (2) = En+1Qn+1 (z), 
| (4.4.12) 
EnQnat (2) — kn412Qn (z) + In+1Qn (z), 


où x, désigne le coefficient de z* et !,, le terme constant du 
polynôme ,. 
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Désignons par c, le v-ième coefficient de Fourier de la fonction 
w et posons 


D, (w) = det || c._, ||, A 


Les déterminants D,(w) sont appelés déterminants de Toeplitz 
correspondant au poids w. On a les égalités suivantes ([11], pa- 
ge 04): 
_{ Da-s(w) \72 =. 
ken (wo) = | en | , n=1,.…. (4.4.13) 
Définissons ensuite Ia moyenne géométrique G.(w) de Ia fonc- 
tion w par l'égalité 


G (w) = exp = In w (À) an À : 


Lemme 8. Supposons que la fonction w{À) soit définie et 
sommable sur [—1x, n], w=>0 et Inw£€ŒU), Posons comme précé- 
demment w(À)—=|y(e)f, où y.est une fonction extérieure de dE?. 
Soit enfin (z)—p,(z; w) des polynômes orthogonaux pondérés 
par w. Dans ce cas 


a, 


v=—0 
et 
| _—— SRE | es 
lim k, (w) —1G (w} "2 y ©) (4.4.15) 
et dans un cercle quelconque de rayon | z|<r < 1 on a uniformément 
lim p* (2) = (2). (4.4.16) 


Lemme 9. Dans les conditions du lemme 8 on a 


Kj (a) = RL = > 19, (0; w)F, 
(4.417) 
G (o) = (D pe (05 w) PV: 
Pour la démonstration de la première égalité (44.17) voir [111, 


page 56 ; la seconde égalité ‘(4.4.17) découle de la première et de 
la formule (4.4.15). 
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Lemme 10. Si OCR: où [ (z) est un polynôme de 


degré p dont tous les zéros se trouvent dans le cercle de rayon 
|z|<[ 1, alors pour v=>p on a 


pv (2) = 2VPT (2). 
Démonstration. Si v>p et u< v,on a 


EL 
: | 4 Vv—p—i 
À e-iuig, (et) w (1) = + il a (4.4.18) 


car_ la. fonction sous hou est analytique dans le cercle 


We1<1: En effet, si l'(z) Di. }, alors sur [zl=1ona 


zPT (2) => y, 


et par conséquent la fonction (2? (z))! admet un prolongement 
analytique dans le cercle [z]<1, L’ égalité (4.4.18) signifie que 
les polynômes w,(e) sont orthogonaux à toutes les fonctions eïnà, 
u <7 v. L'égalité 


— 
| . 
7x | 190 (6%) Fu (A) dh = 1 
— TH 

est évidente. Le lemme se trouve donc démontré. 


Lemme 11. Dans les conditions du lemme 10 pour tous les 
v>pona 


Do) Do) v' (2) L2 
[G @yV+t  [G(w)]P#t a à {+ # |. | Y (2) 


ds } , (4.419) 


où comme précédemment y (z) est une fonction extérieure de la classe 
G?, déterminée par l'égalité w — | y |. L'intégrale est prise sur le 
cercle |z|< 1. 

Voir la démonstration dans [11], page 102. 

Nous savons maintenant tout ce qu’il nous faut sur les polynômes 
orthogonaux de sorte que nous pouvons revenir à la démonstration 
du théorème 8. 


Ainsi, soient œ, (2) — ®,(z; 1/a) des polynômes orthogonaux 
pondérés par le poids 1/4 Notons que or =? (ei) P, où 


la fonction extérieure est y (e}) — . D'où compte tenu de la 


ein 


formule (4.4.14), on trouve que les coefficients de Fourier de la fonc- 
41-0491 
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tes 


tion g, —1/y sur le système orthogonal {p, (e**)} sont æ, (0) y (0). 
Donc 


| ga (ei) — Pa (en) P TS = {7 (0) 5 |9,(0)P. 
n+1 


eu | 
ba 
{ 


La convergence de la série (4.4.11) permet d'affirmer également que 


2 2 InOF=ZvImO)P<oe. (4420) 


Notre but est de démontrer que la convergence de La série (4.4.20) 
entraîne celle de la série (4.4.2). A cet effet en plus des polynômes 
A (z) nous allons considérer les polynômes orthogonaux œ,, (2) — 
— p, (2; | p, |?) pondérés par | @, (ef) |-?. On sait que ([11], page 
97) les zéros des polynômes orthogonaux œ, (z; w) pondérés par une 
fonction quelconque w se trouvent dans le domaine | z | < 1. Par 
conséquent les zéros des polynômes œ* (z) = 7” Pa (z-!) se situent 
à l'extérieur du cercle | z | 1, de telle sorte que 3 (z) sont des fonc- 
tions extérieures de S£?. De plus sur ]z | — 1 on a l'égalité | , |? — 
= | pa |2, alors (p;)-! est une fonction extérieure dotée du poids 


| a les . 
Puis, en vertu du lemme 10, 


Pyn (2) = 2° Ya (2), vV>n. 


En particulier, @n (z) — ®, (2). À partir de cette égalité, ainsi que 
des identités (4.4.12) on trouve 


Pun (= Pyf)  vEn. (4.4.21) 


De toute évidence, les polynômes orthogonaux œ, (z) sont linéai- 
rement indépendants, de sorte que pour tous les k les fonctions ei* 
sont des combinaisons linéaires des polynômes œ, (2), 0 SV <K4. 
D'où et en vertu de (4.4.21) on trouve que les n + 1 premiers coeffi- 
cients de Fourier co, . . ., ©, (donc également € _,, . . ., €_1, co) des 


° . u | . . _# 
fonctions —-— et coïncident. Par conséquent 


a (À) | Pn (e*?) Fe 


Dites =D () << 
En utilisant: les lémmes 8 et 9 on peut trouver à l'aide de cette 
dernière égalité que pour tous less >nona 
ntm). DeClq ie) 
ui (FÉRPENT G(Ipa PE 
ns _2 
2 Sin 2e tien (D + in Do (| n | 2) — (241) in @ (1 qu (7?) = 


mi Dy- ( Pn |?) 
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n > InmOP ni [Din or 
Sn Sal à de | x) 
R=0 Xp, (0) F7 k= > 1 pv (0) P 
Ô 0 
n 
D 1 Pv (0) 
Puis en supposant que Et — œ@ on obtient 
2 | Pv (0) À 
> | Py (0 00 
—m|1—2# =D +< 
D Pr ( _—. 
0 
2 2 
La+ << 
2 |, (0) 1? 
La: 2— SOE— = Ca, 


C; étant ici et ci-dessous des constantes. D'où et en vertu de 
(4.4.22) on obtient l'inégalité 


n—-1 nn 
Ds (| nl? C 
ln RNB <—i— > 21 IMOPS 
LE (O) JE A=0 vtt 


Ms 


2 — [2 
GO > 1 or 7 2 VIA OP: 
D'après le lemme 11 on a de plus 
(7 G))" |? s 
Î rs | do C3 >, vle(0)P. (4.4.23) 
1 vi 


En vertu de l’égalité (4.4.16) du femme 8 on a ne on (z) — 7 AC 
uniformément dans un cercle quelconque de rayon |z| Kr<f{. 
Avec les fonctions analytiques @# (2) les dérivées (pà (z))’ convergent 


uniformément. dans ce cercle. vers _ Donc en passant de 


PAC } - 
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l'inégalité (4.4.23) à la limite pour r — on obtient à partir du 
lemme de Fatou 
1] 


ES 


g1 (2) 
ga (2) 


dos D v|p (0)E. (4.4.24) 
v=i 


Exprimons l'intégrale dans (4.4.24) à l’aide des coefficients de 
Fourier de la fonction sommable In g, (ein). 

Remarquons tout d’abord que la fonction In g, (et) est la valeur 
limite sur la circonférence de rayon | z | = 1 de la fonction In g, (z) 
analytique dans le cercle de rayon | z | << 1 (la fonction extérieure 
£1 (2) n’a pas de zéros à l'intérieur du cercle | z | 1). Donc le déve- 
loppement de Fourier de la fonction In g, (e) ne contient que des 
puissances non négatives de e‘. De même, la série de Fourier de la 


fonction In g, (eï\) ne contient que des puissances non positives de 
ex, De plus 
In g, (eh) + In g, (eh) — In a (À). 


Par conséquent, les coefficients de Fourier de la fonction In g, (et) 
coincident avec ceux de la fonction In a (À), c'est-à-dire 


: 1 
In gi (e%à) — = ao + D aseish, 
s—1 
En passant au calcul de l'intégrale dans (4.4.24) on remarque tout 
d'abord que pour ARE ER | 


gi (2) - 
. D — On gi (:)) -> sas2— 1 
Donc 
g1 (z 8-1 i(8—1) | L 
il A = [ea] [30 6 A 
zl< —A 
Co r O0 
—2n > s|a./f? | p2"1dp=r 5 slasPr* — x » s|as f°. 
‘8=1 Ô s—1 s—i1 


D'où et en vertu de l'inégalité (4.4.24) on obtient l’assertion du théo- 
rème : 


C0 


> [s/fas ? < oo. 


£—= — 00 


Le théorème 8 se trouve ainsi entièrement démontré. 
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$ 9. Condition de régularité absolue. 
Processus à temps continu 


Dans le cas des processus à temps continu on peut seulement 
démontrer un résultat plus faible que le théorème 8, analogue au 
lemme 6, que nous allons maintenant formuler. 

Soit £ ({) un processus stationnaire à temps continu. Comme un 
processus absolument régulier est régulier, on peut sans perdre de 
généralité supposer que le processus Ë ({) a pour densité spectrale 
f (à) et que f (À) — | g (À) |°, où g € SE? dans le demi-plan supérieur. 
Désignons par €c,(u) la transformée de Fourier de la fonction 


AU RL 
g(A)itEh 

Théorème 9. Un processus gaussien stationnaire ËE (ft) est 
absolument régulier si et seulement S'il est régulier et que pour un 


T >> 0 quelconque on a 


_T 
1(T) = Tim | Lu [lee (u) |? du < 00. (4.5.1) 


— 00 


Démonstration. La démonstration est analogue à celle 
du lemme 6. Comme précédemment, on utilise le théorème 4. D'après 
ce théorème il suffit d'établir que l'inégalité 7 (7) << © équivaut 
au fait que l’opérateur B- soit nucléaire. Tout comme dans le $ 4, 
il serait plus commode d’envisager les opérateurs BY% unitairement 
équivalents aux opérateurs Br. Si de même que dans le $ 4 on 
conserve les désignations habituelles dans l’application isométrique 
de À (—, æ) dans L'(F),ona 


Br = PrPPT. 


où Sr est le projecteur dans Z (F) sur Lir, x) (F) et 5 Le projecteur 
dans Z (F} sur L(_, » (F). Il suffit donc de considérer l'opérateur 
de Ler, ©) (F) sur Lier, co) (F). 

D'une manière analogue au lemme 2 du chapitre II on démontre 
les égalités suivantes : 


Pr=gillée, Po =gloe, (4.5.2) 


où cette fois II7 est Le projecteur dans £? (—00, ) sur ef\Tof? 
et Il5 le projecteur dans Z? (—, ) sur S?-. 

Nous allons montrer que les conditions du théorème sont néces- 
saires. Introduisons les fonctions 


iXÀ 


ex (À; e)— er (= in ; x >0. 
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Il est évident que e, € L{s,0 (F). (Rappelons qu'en vertu des résul- 


ixÀ 
tats du $ 2, chap. II, on a Léo) (F) — — ge. 
Lemme 12. On a 


Sr — À (Brex; x)p dr < 00 
T 
si et seulement si 


_T 
| Ju]{ce (u) du < 00. 


De plus 
=T 
Sue À (lul—T)l ce (u) [2 du. (4.5.3) 
Démonstration. En vertu des formules (4.5.2) pour 
æ,y>Tona | 


- Let jeinx SUÛY ini 
(Bres, Ey)r = (PCs; Ey)r = | IL ae Fe | TC Per dk. 


De plus 
a(À) ieirà D ua 
En LE | e Ce(u—x)du, 
TAN SL ÜYA + ; 
CI ra Î ece(u—y) dy, 
ee : IXA : ’ 
M LE — | ho (u— 2) du. 
Par corséquent, pour x, y>T, 
0 
(Bies, er = | Q(u— x) c(u—y). (4.5.4) 


— O0 


En particulier, si x>7,ona 


(Bhe., enr — | | ce (u) ° du (4.5.5) 
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et donc 


CO Où —X 


| (Bies, ex)r dr — | az À | ce (u) [2 du. (4.5.6) 
T T — 00 
Si les intégrales dans (4.5.6) sont finies, la fonction C (x) — 
se LE 

( lc. (u) [du est intégrable, mais, cette fonction étant monotone, 
pour z—+ co on a C(x)}=0o(x!)*}). En intégrant par parties l’inté- 
grale dans le second membre de (4.5.6) on trouve 
| de | | ce(u) du = —TC(T)+ fula(—u) F du — 
T — 00 T 


LE 


—— 


= | (u]—T)ice(u) Pdu 
Inversement, si l'intégrale dans le second membre de (4.5.5) 
est convergente, on a 
—X 
1 2 
CET | lulle(u)Pdu=0o(x") 
et dans (4.5.6) on peut de nouveau intégrer par parties. Le lemme se 
trouve ainsi démontré. 

Ainsi, supposons que le processus Ë (£) soit absolument régulier. 
D'après le théorème 4 ceci signifie que l’on peut trouver un nombre 
T, DL T< ©, tel que l'opérateur B+ soit un opérateur complète- 
ment continu de trace finie. Soient ; (à) = ®; les vecteurs propres 
(normés) de l'opérateur B* et u; les nombres propres correspondants. 
Pour tous les & = 0,x > 7T,ona 


(Biex, Ex)r = 2 LB: (x) PtBtp;, phr= DiuilB:(x)P, (4.5.7 
avec B;(x)=(ex, pr. Comme 


| eiÀT : 
P;E Lux, co) (F) = —— dE : 


*) Supposons que C'{x) >0,C(z)Jet \ C(x)} dr < co. Pour des x grands 
T 


c(< + | Cayo (rt) 
x/2 


468 CONDITIONS DE RÉGULARITÉ [ICH. IV 


etÀT j 
, WE SE?, de sorte que 


les fonctions @; s’écrivent ;— 


AUTO 
B; (x) Re (C2 Pr)r = L | Sn dÀ, 


° (IQ) 2 
| | B; (x) À dx = À re = | STE F° 


D'où et en vertu de (4.5.7) on obtient l'inégalité 


<À up; [E = Du;=Sp Bt. 


En Pj 


| (Brex, Ex)F dx — D Dj iLek 
T j 


Selon le lemme 12 on a 
—+ 


Em À (lul—r)lee (u) Pau =Tim | (Bies, ex)r de Sp Bi. 
£E— E+Û 
ue T 


Posons 7 — 21. La dernière inégalité signifie que 
—T —T | 


lim 1 ju |1 ce (u) Pdu<lim 2 | ((u(—T)}|c{u) du Sp Bi < oo. 


L (4.5.8) 


Nous avons ainsi démontré que les conditions du théorème sont 


nécessaires. 
Nous allons montrer maintenant qu'elles sont suffisantes. À cet 
effet il faut construire une base orthonormée quelconque {a;} dans 


Lier, w) (F) et montrer que la série }, ( Biu;, «;)r est convergente. 
I Ÿ 

La somme de cette série sera justement égale à La trace de l’opéra- 

teur *) B7. Les fonctions suivantes 

a; (À) 1 4 fi—à)\i 

D" = (x) 

Î = 0, À, 
seront prises pour cette base. 


Lemme 13. Les fonctions a;(À), j — 0,1,...,forment un 
système orthonormé complet dans Lx, «y (F). 


Démonstration. Il LL de considérer le cas T = 0. 
Comme Z(o, oo) (F) = L*(F) = + de (voir 8 2, chapitre IL), il y a 


a (A) = er 


*) Voir [5], page 55; notons que BT sont des opérateurs positifs. 
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lieu de démontrer que les fonctions a; (À) forment un système ortho- 
normé complet dans “£?. 
Pour fixer les idées supposons que k => {, on a alors *) 


1 e À \A—I 
@ayo= [+ ef) à 


Dans cetté intégrale la fonction sous le signe somme est analytique 
dans le demi-plan supérieur à l'exception du pôle au point à. Le 
résidu de cette fonction en ce point est nul, si À — [=> 0, et égal à 


L'sik — 1 — 0. Par conséquent 


2i 
(az, an = Opy. 
Nous avons ainsi établi que le système a;, j — 0,1,..., et donc 
également le système «;, j — 0, 1, ., sont orthonormés. 
Il reste à vérifier la complétude du système a;, j — 0,1,..., 
dans d?. Posons @ (À) — @ € &°. Il suffit de montrer que, si 
(®, a;)® — O pour tous les j — 0, 1,..., on a o (À) = 0. La fonc- 


tion p € *? est la valeur limite de la fonction  (z), z = À +iu 
analytique dans le demi-plan supérieur u > 0 et telle que 


Sup | Jp (à + ip) Ph < 00. 


Donc l'intégrale 
| pU)a M di= (6, a)® 

peut être calculée par la théorie des résidus; la fonction sous le 
signe somme à dans le demi-plan supérieur un pôle unique de l’ordre 


j + À au point z — i. Par conséquent pour tous les j — 0, 1, 
a les égalités 


{omaman VE (y Gr iats 0 


— CO 


En considérant ces égalités successivement pour j — 0,1,..., 
on obtient que toutes les dérivées 0) (i), j — 0,1,..., de la 
fonction analytique œ (z) sont nulles. Donc (2) = 0, ® (à) = 1. 
Le lemme se trouve donc démontré. 


Rappelons que _(@, 4 @ désigne le produit scalaire dans l’espace hil- 
au ÆZ? (—oo, ©) > 
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7 re 
Passons au calcul de la somme > (Bia;, «;)#. Désignons par 


3 
À; (x) la transformée de Fourier de la fonction a; (à), soit: 


1 
0) = | ex A; (x) dx. 
Ô 
Soit de plus Aje (A) = ii LUS €. On a alors en vertu 

de (4.5.6) 


(Bite, Cje)r (Brexir Ext) À; (x) À; (y) dx dy — 


Ï 


0 00 
— | du | œtu— x") A;(s)d2l. 
—oo Ô 


En se basant sur le lemme 13 il est facile de montrer que les 
fonctions A;(x) forment un système orthonormé complet dans 
S£? (0, ©). En effet, la transformée de Fourier des fonctions de 
&£? s'annule sur la demi-droite (—œ, 0); inversement, toute fonction 
de Z? (0, æ), complétée de zéro sur la demi-droite (—oo, 0), peut 
être considérée comme la transformée de Fourier des fonctions de &£”? 
(en fait cette assertion est le théorème de Paley-Wiener). Par con- 
séquent l'opérateur VU: GG? £?(0, ©) faisant correspondre à 
chaque fonction de 4? sa transformée de Fourier réalise la correspon- 
dance isométrique entre G£? et £? (0, oo). En particulier, comme 
{a;} est un système orthonormé complet dans &£?, les fonctions À; 
forment un système orthonormé complet dans Z? (0, oo) *). 

Considérons la fonction c, (u — x — T) pour u, T donnés en 
tant qu'élément de l’espace Z? (0, oo) et écrivons c,. (u — x — T) 
comme suit : 


c(u—r—T)= D y;(u) A;(x), 


j=0 
vitu)= | œl(u—x—T) A;(x) dx 
Û 


j 
VV 
*) Il est facile de calculer que 4; (z}—e"*L; (2x), où L; (x) — à } à 


v=0 
est un polynôme de Laguerre d'ordre j (voir [24]). 
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et pour x quelconque 


oo 00 u—T 
D 'Int)P= (leu-z-TPdr= | 1e (0) Pa 
J=0 0 — 00 
Par conséquent, pour £ > 0 quelconque, on a 
co oo 00 
2 
2! (Br@ je; je)r — ù | du | Cefu—x—T7)AÀ;(x) dx | — 
0 4] b) u—T 
=D [intwPau= [| | Ie Pd= 
j—0 —c 5h —% 
—T x =T 
= [de [lama | Gui-niatp au 


Posant 0 on trouve que pour tous les » 


n ñn 
D (Braj aj)r =lim », (Brajes je) — 
j=0 £+ 0 5=0 
n O0 
lim D (Braje, Gje)r Slim D (Braje, Gje)r = 
80 j—0 e-0 j—0 
| =T 
— lim | (lul—T)l ce (u)fPdu. 
0 
Donc 
co —T 
SpBr= Ÿ' (Brûs, Gj)r Slim \ (Iu]—T)]|ce(u)Pdu< 
j—=0 EU 00 


—T 
<Tim | jullco(u)Pdu<oo. (4.5.9) 
g0 R 
Ce qui démontre le théorème. 


Remarque. Si l’on compare les inégalités (4.5.8) et (4.5.9) 


on voit facilement que pour tous les T' il existe une limite, probable- 
ST 


ment infinie, lim | [ul] c, (u) |? du et que 
; £ +0 


,. 
Sp Br= lim | (lu|—T)|ce(u) Pdu. 
e0 « 


— C9 


CHAPITRE V 


RÉGULARITÉ COMPLÈTE,. 
PROCESSUS À TEMPS DISCRET 


$ 1. Définitions. Constructions préliminaires. 
Exemples 


Dans ce chapitre nous allons considérer un processus E (ft) à temps 
discret { — 0, +1,..., stationnaire au sens général. Comme les 
notions dont nous nous servirons s'expriment én termes de deux 
premiers moments, il est indifférent que le processus soit gaussien 
OU non. 

Rappelons (voir chapitre IV} que le processus £ (t) est appelé 
complètement régulier si le coefficient de régularité est 


p(r) = SUP [Mnme|= sup | (ns m)l == 0, 
MEA(T, 00), nEH(—0, 0) ee 

le suprémum étant pris sur 1, n2 satisfaisant à la condition de normali- 

sation || mil = nell = 1. 

Dans le présent chapitre nous allons étudier les propriétés des 
caractéristiques spectrales des processus Ë (t} complètement réguliers. 
À cet effet il faut avant tout écrire l'expression du coefficient de 
régularité sous forme spectrale. 

Rappelons que tout processus complètement régulier est (linéai- 
rement) régulier et donc 

a) sa densité spectrale f (4) admet la représentation 


fO)=]g(en)f, (5.1.1) 
où g est une fonction de la classe de Hardy %Z? dans le cercle 


unitaire : 


b) À |In f (à) 4h] < oo. (5.1.2) 


Ed 
(Les formules (5.1.1) et (5.1.2) sont en fait équivalentes et 


. 1 
€ 


. 
g (2) — exp {| = In (A) da}, 1 < 1.) 
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D'où et en vertu du théorème 41 du chapitre II on obtient 
immédiatement 


ptr)=sup) | eïxe (er) (et) (A) da] =supléïe, rl (5.1.3) 
CES P, Ÿ 


où le suprémum est pris sur toutes les fonctions œ@(eï%), (ei) 
du sous-espace L+ (F)= +68? qui satisfont à la condition de nor- 
malisation 

TT 


Lole=( Let PGA)" 1, 


Elle =( \ Lh (er) PSG) A) 21 (514 


Il est bon de noter que p (t) ne change pas si dans (5.1.3) on prend 
le suprémum sur un ensemble dense quelconque de fonctions dans 
L* (F) satisfaisant à (5.1.4), par exemple, sur les polynômes ou les 
fonctions dè &?, 

Si p,pE #?, on a 0 = p} € et ONF < I pllr | Yllr. 
Inversement, si 0 € &£!, on peut écrire cette fonétion sous la forme 
(voir $ 1, chap. IT) d’un produit 0 — œ de deux en ne vd € GE? 
de plus pour presque tous les À on a | @ | — — | 0 j/? et par 
conséquent on a également || 6{[& — {| — = FE dll. Donc en 
plus de (5.1.3) on a encore l’expression suivante pour p (+) 


en =sup| | 258 (2) f (1) d, (5.1.5) 


où on prend le suprémum sur tous les 8 € G£1, || OI & 1. 

Pour trouver encore une expression de p (t) dont on aura besoin 
dans la suite on se servira du théorème de Beurling, d’après lequel 
l’ensemble des fonctions {pg}, où œ (z) parcourt tous les polynômes, 
est dense dans l’espace S£?. En partant de (5.1.3) on trouve 


p(r) = sup | Î (ei) p (ei) efkty (à) da | = 
pps 


D: | de (pg) (8) eix # dh | _ 
| 


sup | orne) al (6.16 
d g (e7) 
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dans la dernière intégrale on prend le suprémum sur tous les ,, 
d'une sphère de rayon unité de l’espace S?. 

Enfin, tout comme de (5.1.3) on a obtenu (5.1.5), on peut tirer 
de (5.1.6) l'égalité 


h | : g (e'À) 
p (r) = sup | | Btñ)ein EC) |, (5.1.7) 
8 1 g(e”) 
où cette fois 6 parcourt une sphère de rayon unité de l'espace 1, 

Dans ce chapitre nous verrons seulement des fonctions spectrales 
absolument continues, données par leurs densités (spectrales). 
Pour ne pas introduire de désignations supplémentaires, tout le 
long de ce chapitre nous utiliserons les notations L (f}, L* (g), 
[l- la (:, *), etc., au lieu de L'(F), L*(G), [l-Ilu, (+, *)r, etc., où 
f—=F,g—=6G, k=H", etc. 

En revenant au problème de la description des processus complè- 
tement réguliers remarquons qu'on peut le formuler comme suit: 
décrire une classe de fonctions f (À) non négatives sommables sur 
[—x, x] pour lesquelles le coefficient. de régularité op (x) donné sous 
la forme (5.1.3) ou (5.1.5) tend vers zéro pour + —- æ. Dans notre 
étude nous utiliserons cette formulation analytique. 

Avant de passer à une étude plus détaillée nous allons formuler 
certaines assertions, découlant presque immédiatement de (5.1.3) 
ou de (5.1.5), mais permettant toutefois de se faire une idée générale 
de la structure des densités spectrales pour des processus complète- 
ment réguliers. 

_En posant avant tout 6 (À) = 1 dans (5.1.5) on trouve que le 
n-ième coefficient de Fourier de f (À) satisfait à l'inégalité 
JT 
|B(R)|<p(n) | f() da. 
JT 
Par conséquent la condition de régularité complète impose certaines 
conditions à la régularité de f{À). Ainsi, si So (n) < oo, f Q) 
est continue. Le perfectionnement de cette méthode très grossière 
va nous permettré d'obtenir ci-dessous des résultats bien plus forts. 

On tire de l'inégalité (5.1.2) que f (À) ne peut avoir de zéros d’un 
ordre très élevé. Ci-dessous ($ 5) nous montrerons qu’en fait les 
restrictions imposées aux zéros de f (À) sont bien plus rigoureuses 
(grossièrement, f (à) est un produit d’une fonction sans zéros par 
le carré du module d’un polynôme). 

Inversement, si la densité spectrale f (À) est suffisamment lisse 
et positive, le processus aléatoire correspondant est complètement 
régulier. On a le théorème suivant: 

Théorème. Si la densité spectrale f (À) est continue *) 


*) appelés que les points n et —n sont identiques. 
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et strictement positive, donc f {(h) = m >> 0, le processus stationnaire 
correspondant à j (À) est complètement régulier, avec 


p(D << Ex-1 (f). (5.4.8) 


Ici et ci-dessous. nous désignerons par £, (h) la meilleure approxi- 
mation de la fonction À (à) par des polynômes trigonométriques de 


degré non supérieur à » sur le segment [—1x, x} dans la métrique 
uniforme. 

En effet, pour un polynôme trigonométrique quelconque 6 (à) 
de degré non supérieur à t — { et une fonction quelconque 8 € &£* 


on à 
IT 


À e50 (2) Q (4) da = 0. 


Donc si 2 (à) est le polynôme de meilleure approximation pour f 
de degré non supérieur à t — Î, en vertu de (5.1.5) on a 


p=sup| | ee ()1f(A)— P (MIdà| < 


LE) Süp [io le EP. 
… H6NS—1 


La condition f > m peut être affaiblie en remarquant que l'on 
a le résultat suivant. 

Théorème 2. Si w (À) est la densité spectrale d'un processus 
complètement régulier, et P (z) un polynôme de degré n, alors 


F (= 12 (e%) Fu (à) (5.1.9) 
est également la densité spectrale d'un processus complètement régulier. 


De plus on a 
pr; f}<p(T-n; w). (5.1.10) 


Comme ef [PRES et [0P& —1|8|};; on a par conséquent 


p(r; f)— sup | | ei—rmAG (X) [er | P (À) f] w (À) an. < 


TT 
< sup | { ett—n0 (À) w (À) | =p(r-n; u). 
LES 


Le théorème se. trouve donc démontré, Ci-dessous nous rencon- 
trerons souvent des développements du type (5.1.9). 
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$ 2. Première méthode d’étude. 
Théorème de Helson-Sarasan 


Nous donnerons ici la description proposée par Helson et Sara- 
san *} d’un ensemble de densités spectrales de processus complète- 
ment réguliers. Comme leur méthode est essentiellement basée sur 
l'utilisation du plan complexe, il est commode de considérer que la 
densité spectrale f (À) est donnée sur la circonférence C': | z | — 1, 
z — rein, 

Théorème 3. Pour qu'un processus stationnaire & (t) à temps 
discret soit complètement régulier, il faut et il suffit que sa densité 
spectrale f (À) puisse s’écrire comme suil : 


Ï (À) = w (à) | P (e#) F, (5.2.1) 
P (2) étant un polynôme à racines sur | z | = 1, et la fonction w (à), 
pour & => 0 quelconque, admet la représentation 

w = exp {re + ue + ve}, (5.2.2) 


où r.est continu sur C et || LEE] V1? L 8. 

Démonstration de la suffisance. En vertu du 
théorème 2, on peut poser P = 1. En utilisant le théorème de Weier- 
strass, choisissons le polynôme trigonométrique ©, de degré 7T de 
telle sorte que 


er Q,(1 +06), max [O(A)I< €. 
On a alors (P=—=11) 
FO) = e'ettetèe Le Qe?e ve (A LB.) (5.2.3) 


où Le, si e <1. 
Posons fe—|Ql1e el]. En vertu de (5.2.3) on a 


4 " 
lol, loir <21le Il 


pourvu que € soit suffisamment petit. La fonction eïñte Q, (A) x 


Land 


x ee %A) ot sommable et se trouve être la valeur limite 
(sur la circonférence | z | = 1) d’une fonction analytique dans le 
cercle | z | < 1. Par conséquent pour deux polynômes quelconques 
@ (z), d (2) et t >> T, quelconques on a 


À p{er) p (en) enr. (A) eee da — 0. 
7 


*) H. Helson, Sarasan, Past and Future. Math. Scand. 21, n° 1 
(1967), 5-16. ! 
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Donc en vertu de (5.2.3) pour t >> T, quelconques on a 


ELA 


p(=sup | | otre) enr (1) dl < 
ml 
<sup | lptet)[1b(e)1 fe GITE G) 14 
D: Ÿ 


<Tellplklblls 288. (5.2.4) 


Nous avons ainsi démontré que les conditions du théorème sont 
suffisantes. 


Démonstration de la nécessité des con- 
ditions. En nous basant sur l'égalité (5.1.7) démontrons d’abord 
le lemme suivant. | 


Lemme 1. Le coefficient de régularité satisfait à l'égalité 
p(r)=inf | Æ Giar = A [” | (5.2.5) 
AUS 


où l'infimum est pris sur toutes les fonctions À € =, A (0) = 0. | 

L’assertion du lemme est un cas particulier du principe général 
de la dualité dans les problèmes d’extrémum analogues, basé sur 
le théorème bien connu de Hahn-Banach. 

En effet, l'intégrale dans (5.1.7) donne une fonctionnelle { (6) 
dans %Z1. Cette fonctionnelle, considérée seulement dans &1< 
CL (—50, 1), conformément à (5.1.7), a pour norme p (rt). Tout 
prolongement /, (6) de cette fonctionnelle Z (6) de l’espace 4£1 sur 
tout l’espace Z! s'écrit 


li, (8) — 2 (8) — EX (6), 


où {*(8) s'annule sur 6#1. La norme de tous les prolongements 
n’est pas inférieure à p (t). Selon le théorème de Hahn-Banach, 
parmi les prolongements, il y en a un, ,, dont la norme est exacte- 
ment égale à p (t). Par conséquent 


p(t)=infffi— 2], 
Lx 
dans cette égalité le symbole {f - || désigne la norme de la fonction- 


nelle dans £*. On sait que toute fonctionnelle L dans £1 (—1, «) 
admet la représentation suivante: 


L(8)= À 6e) A(eñ)d,  A€&®, [L]—| AI. 


T 
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La condition {* (0) = 0 pour tous les 8 € S£1 équivaut à ce que pour 
la fonction À € £® (—n, x), déterminant la fonctionnelle {*, on ait : 


A(eñeimh di (er) —0, n>0. 
T 
Ces égalités sont à leur tour équivalentes à À € Æ° et À (0) = 0. 
D'où et en vertu de (5.1.7), on a 
p(r)=inf|z—1*||— inf 
ACÈCS, A(0)—0 


Le lemme se trouve ainsi démontré. On peut presque immédiate- 
ment en déduire le lemme suivant. 


le à 


Hes-af 
£ 


Lemme 2. Pour qu'un processus aléatoire E (t) soit complète- 
ment régulier il faut et il suffit que, pour & => Ô quelconque, on puisse 
trouver une fonction À € SL" telle que l’on ait simultanément 

—e<In|A|<e, —e<'arg (Ag'e-i}) <e (mod 2x). (5.2.6) 


En effet, g/g — exp {—i arg (g*)}. Donc (5.2.5) peut s’écrire 
comme suit : 
p (t)= inf] 1 —eMlAlexp { — i arg (Ag?e-it)} le, 
A 
d'où, vu que p (t) — 0 on déduit (5.2.6). 
Nous aurons besoin d’un lemme de plus sur les prolongements 


analytiques ; la démonstration du théorème de Helson et Sarasan 
est justement basée sur ce lemme ainsi que sur le principe de 


dualité. 


Lemme 3. Soit la fonction S (z) analytique à l'intérieur du 
cercle | z | << 1, à l'exception du point z — Ô, où elle peut avoir un 


pôle d'ordre v. Si z"S (2) € GE? ei si sur la circonférence | z | — 1 la 
fonction S est réelle et non négative, elle est analytiquement prolongea- 
ble au-delà de | z | — 1 dans | z | => 1, le prolongement étant un poly- 


nôme en z et 1/2. 
Nous donnerons la démonstration de ce lemme à la fin du para- 


graphe, pour le moment nous supposerons le lemme démontré :t 
terminerons la démonstration du théorème 3. 
En utilisant (5.2.6), choisissons la fonction s (ei) € £° telle que 


|s[Se, arg (Age id) + s=0 (mod 2n). 
Considérons la fonction : 
S (2)= A(z) g° (a)2-tetie-e, 
Il est évident que la fonction z*S (z) est analytique dans [21 < 1; 


sur |[2]=10ona . 
S (ei) =1 A (1) 1e tj (1) >0. (5.2.7) 
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On sait que les restrictions imposées sur la croissance d’une fonc- 
tion s (À) entraînent les restrictions correspondant à la croissance 


de la fonction conjuguée s. En particulier il découle de l'inégalité 
|s | e (voir [13], page 404) que exp {k | s |} € Li (—7x, x) pour 
tous les £ _ : par conséquent pour € << 2/7 on a 


Ï LS (e)20 < V2 int (A) dà lei) a)" 00 


— TT. — TT 


Ainsi, La fonction $ (2) satisfait à toutes les conditions du lemme 3, 
donc c’est un polynôme en z et 1/z. 

Remarquons ensuite que sur la circonférence | z | — 1 la fonc- 
tion $S (z) est un polynôme trigonométrique non négatif. En vertu 
du théorème de Fejér-Riesz un polynôme trigonométrique non néga- 
tif est le carré du module d'un polynôme en eï (voir [11], page 33). 
Donc 

S (e%) — | P: (ex) /’, 
où ?, (z).est un polynôme. Ecrivons P, sous la forme P, — P.Q, 
en entendant par ? et Q des polynômes ayant leurs racines l’un à 
l'extérieur de | z | — 1 et l’autre sur | z | — 1. En utilisant (5.2.7), 
on a alors 


f (A) = S (er) | 4 [er = 
= | P (e%) Pexp {M [QP—-In|A|+s}=- 
= |P Pexp fr, +u, +v,}, (5.2.8) 
où 1)r, — In | Q |? est une fonction continue; 2) uw, — —In | À | 
et ul Le: 3) vw, — s et par définition des on a [[v.[{ & &. 


Pour achever la démonstration du théorème, il ne nous reste 
plus qu’à vérifier que le polynôme ? ne dépend pas de €. Posons 


Î (À) — | P' |? EXP {Te . Ueg” nu Ver}. (5.2.9) 

Montrons que les polynômes P et P” sont égaux à . facteur cons- 

tant près. Ci-dessus nous avons déjà noté que ed ‘e SE ten € 

, f \xi f \+1 | 

€ £". Donc Ioute . LONCOS (pe F ) | (re PA :) sont sommables. 
En vertu de l'inégalité de Shwartz on a 


Élae( taf ra) ce 


— — —T 


HA PA 
P'|, [P'p f 1/2 
FFla<([ 3 BE | mr) 60 


(5.2.10) 
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Les inégalités (5.2.10) signifient que les polynômes 2 et 2’ sont 
multiples l’un de l’autre, les racines des deux polynômes se trouvant 
sur [3 | — 1, et par conséquent P/P' — const. 

Le théorème 3 se trouve ainsi démontré; il ne nous reste plus 
qu’à vérifier le lemme 5. 

La fonction ztS € S81? peut s’écrire sous la forme d’un produit, 
soit zS — b6,8:, où b est le produit de Blaschke, 6, une fonction 
intérieure analytique dans | z | << 1, 06: une fonction extérieure dans 
|z]<1.Sur [z|={ona|b|—1]06,|—=1 et 0!/?€ G1 Donc, 
posant S, = z-"b6,07?, S, — 07?, on peut écrire S sous la forme du 
produit S482, où 291, S2 € SE’ et pour |z [| — 1ona|S,[— ]|S, |. 
D'où, S étant réel sur la circonférence | z | = 1, on a S, = S$, 
{sur | z | — 1). Par conséquent, sur | z | = 1 les fonctions S, + S, 
et à (S, — S:) sont réelles; elles sont sommables sur | 2 | — 1 
et en vertu du principe de symétrie ont un prolongement analytique 
au-delà de | z | — 1 (les valeurs des prolongements pour | z | > 1 


sont données par les égalités (S, + Sc) (2) — (S, + S:) (z"1), 


à (S4 — So) (27) = à (S4 — S2) (27?) *). Mais alors les fonctions S,, S, 
{et donc S = S,82) ont des prolongements analytiques à l’extérieur 
de | z | — 1. La méthode même des prolongements suppose que la 
fonction prolongée S est analytique partout, sauf peut-être aux 
points z — 0, z — oc, où elle peut avoir des pôles d'ordre non supé- 
rieur à t. En vertu du théorème de Liouville S (z) est obligatoire- 
ment un polynôme en z et 1/z, Ce qui achève la démonstration du 
lemme 3, et par là même du théorème 3. 

On peut tirer du théorème démontré un certain nombre de consé- 
quences simples donnant une image suggestive de la structure des 
densités spectrales des processus complètement réguliers. Nous 
démontrerons ces conséquences dans le $ 5. 

la méthode exposée ici permet également de décrire entièrement 
la classe de processus aléatoires pour lesquels p (1) << 1 (mais pas 
forcément p (Tt) — 0). 

Comme nous l'avons déjà mentionné, l'inégalité p (1) << 1 est 
également une condition de régularité, beaucoup plus forte que la 
régularité linéaire, et signifiant, du point de vue géométrique, que 
l'angle minimal entre les sous-espaces L*, eàL- est positif. Ci-des- 
sous nous obtiendrons un résultat plus fort **) en donnant les condi- 

*) Pour démontrer que le prolongement des fonctions est analytique au 
voisinage de la circonférence | z | — 1, il y a lieu d’utiliser l'égalité 
B B 
im À year = | van, 
rti 

(e œ 
vraie pour toutes les fonctions y € &1. 

**) Pour 4 — 1 ce résultat a été établi par H. Helson, G. Szegd (A problem 
in prediction theory. Ann. Math. Pure Appl. 51 (1960), 107-138) et pour # > 1 
par H. Helson et Sarasan (voir renvoi à la page 176). 
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tions pour lesquelles p (rt) << 4 pour la première fois pour + — 4. 
Théorème 4. Les relations 


sont vraies pour un processus stationnaire € (t},.t = 0, +i,..., 
si et seulement si sa densité spectrale f (À) puisse s’écrire sous la forme 


f (A) =1P (ein) fe extrû, 


où P (z) est un polynôme de degré k — À à racines sur | z | = 1, et 
u (À), (A) sont des fonctions bornées réelles, avec || v|| < x/2. 

Montrons d’abord que les conditions mentionnées sont suffisan- 
tes. En vertu de (5.1.10) 


pG;f)<p (1; e**), 

on peut donc se limiter à l'étude du cas où P = 1. Il est évident que 
inf —u+ve£! de sorte que f (À) = | g (ein) |? avec g € SE. 
Soit À (2) une fonction extérieure de la classe £® telle que | À (e'?)|— 
— e-*, Construisons la fonction d — e°-??, C'est une fonction exté- 
rieure de la classe &£1 car, comme nous l’avons déjà noté, e € LA 
si seulement | v | << n/2. Sur | z | = 1 on a l'égalité | 1 | — | Ag? |. 
Comme les fonctions extérieures de modules égaux sur | z | = 1 ne 
diffèrent que par un facteur constant, on peut poser 5 — Ag°. 


Prenons un nombre positif y tel que y | À | & 1. Les valeurs de 
la fonction & — ye-“e-i pour tous les À se trouvent dans le domaine 


A — {0 Lyinfe“L|E|LA, [argé|<suplv|<r/2}. Il est facile 
À à 


de trouver que p, — inf [1 — © |<1. En vertu de (5.2.5) on 
a alors dé 
P t)<]—v4 I =||1—yenlAlexp { à arg (Ag?)} ||C° = 
= [1 — pete À ||) Los < 1. 


Nous avons ainsi démontré que les conditions du théorème sont 
suffisantes ; il nous reste à démontrer qu’elles sont nécessaires. 
Rappelons que l'inégalité p (k) 1 entraîne la régularité du 
processus & (#). Pour cette raison la densité spectrale f est factoriable : 
f = |£g/l,£geEde?, et po (k) se calcule par la formule (5.2.5). En utili- 
sant cette formule, on trouve, tout comme pour le lemme 2, que si 
p (4) << 1, on peut toujours trouver une fonction À € S£® telle que 


AIDE,  [arg(Ag'e-it MISE —e, 850 


(la seconde inégalité est vraie en module 2x). 
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Définissons la fonction »v, ju —e, de telle sorte que 


v+arg (Ag?e-iB-1M =Q (mod 2x). 
La fonction 
S (2) = Ag?z-&-De-v+iv 


est analytique dans | z | << 4 à l'exception du pôle d'ordre 4 — 1 
au point z — 0. En répétant les raisonnements de la page 179 nous 


obtenons que Sz*-1 € SE" et que S = | P |*, où P est un polynôme 
de degré non supérieur à 4 — 1. Enfin, posant u — —In | À | on 
trouve 

PP Fe 


Il reste à montrer que le degré N du polynôme P, qui n’est pas 
supérieur à 4 — 1, est en réalité égal à 4 — 1. On a déjà démontré 
que p (1; e**°) << 1. Donc si N << k — 1 on aurait 


P(H—1; f)Sp(E—I—N; et) Lp(l; eut) 1, 


contrairement à p (k — 1; f) = 1. Le théorème se trouve ainsi 
démontré. 


$ 3. Seconde méthode d’étude. 
Conditions locales 


Dans ce paragraphe et dans le suivant nous exposerons une nou- 
velle méthode d'étude des suites complètement régulières. A la diffé- 
rence de celles du $ 2, cette méthode est purement réelle et impose 
des conditions locales à f (4). Cependant il y a une certaine divergence 
entre les conditions nécessaires et les conditions suffisantes dans la 
forme locale dont il est question. 


Théorème so. Pour qu'une fonction f (À) positive, sommable 
sur [—x, xl soit la densité spectrale d'une suite stationnaire complè- 
tement régulière, il faut qu'elle admette la représentation 


f Q) = | P (e%) Fw (à), (5.3.1) 
où P (2) est un polynôme à racines sur | z | = 1, et la primitive W (à) 
de la fonction w (à) satisfait à la condition 
br Ou (0) = 0, (5.9.2) 
+0 


: LW (+2) + W (2) —2W Q) | 
Apr \Q RD ur [WA+D-WA-D] 


L'une des inversions les plus simples de ce théorème s’énonce 
comme sult. 
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Théorème G. Supposons que la densité spectrale f (à) de la 
suite & (t) admette la représentation (5.3.1), où P (z) est un polynôme 
de degré k et la fonction w (X) est douée des propriétés suivantes : 


1) Du (277) € ©; 


a 
2) 0<m<w() << M < oo, | 
La suite Ë (t) est alors complètement régulière avec 


p(n<40 (HT (Dose) (5.3.3) 
1 


La démonstration lu théorème 5 est assez compliquée. Elle 
est basée sur l’analyse*) des fonctions 
T sin? W 


v (W: n= | | 


À— 
“nr sin + 


2 


f (à) A. 


Dans le paragraphe suivant, en utilisant les résultats de l'analyse, 
nous démontrerons le théorème 5 ainsi que le théorème 6. 
Passant à l’étude de y (W ; u) notons tout d'abord que 


N—1 
VON; u)=M| 2 ete (Fe. (5.3.4) 
Si la représentation spectrale de la suite Ë (t}) est 
p | 
(= | en (a), 
—ñ 


où O(dÀ) est une mesure vrthogonale aléatoire, M|®(dà)f— 
— f{}) dx on a alors 


iNQ-U) __ 4 


N—1 : 

| 2 : 
M} 3 eme} -M|f of - 
0 1" 


% sin? N h—E 


= À ——— ; 4 à. 


. so À — 
1 sin? 2 


Lemme 4. Pour N — la grandeur 
SNA 
T sin? 


N 
PU: 0)=7M=MISEO ET 5 —;7aa 
: 2 


“an Sin — 


*) Notre analyse de la fonction Y (W ; u) suit en de nombreux points l'ar- 
ticle de V. Leonov, Sur la variance des moyennes temporelles des processus 
aléatoires stationnaires (en russe). Teoria veroiatnostei i eïe primenenia, VI, n° i 
(1961), 93-101. 
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tend vers l'infini ou est bornée. Pour qu'elle soit bornée il faut et 
il suffit que 


TT 
| — di < oo. (5.3.5) 
TT Sin? 5 
Démonstration. Soit U un opérateur unitaire dans l’es- 
pace À — H (—o, œ) correspondant à la suite Et): U (t) — 
N—1 


— E (4 + 4). Considérons les sommes S,, — DE (f) en tant qu’élé- 
ments de l’espace 7. L’assertion lim M | $ ,, { << © signifie que 


pour une certaine suite on à W;|| Sw.|| = M | SN, P<< C< oo. 
La sphère dans l’espace hilbertien À étant faiblement compacte 
on peut extraire de {W;} une suite {74} telle que S,, converge faible- 


ment vers un certain élément —n € A, c’est-à-dire que pour tous 
les CHona 


lim (Sn, &)=limMSn6= —(n; = —Mné. 
ne FR 


Mais alors 
lim (US a C)= — (Un, Ü), 
Re 


et par conséquent pour tous les EC 
(Un—n, £)=lim(Sr, —USn,, 0) = 
8 


— (£ (0), £)— lim (E (mx), © =ME (0) &— Lim MÉ (x) 6. 
Le” Ty 


Vu l’isométrie existant entre À et ZL (f}, à la variable aléatoire & 
correspond la fonction p € L (f) telle que 
T 
ME ()Ë= | ep (0) (A) di. (5.3.6) 
Lu 
Il est évident que of € Z1 (—x, x) et en vertu du théorème de Rie- 
mann-Lebesgue l'intégrale dans (5.3.6) tend vers zéro lorsque 
nr — oo. Donc si lim (N) << co pour tous les ÊE Hona 


M (Un — n) © = ME (0) £, 
et par conséquent 
ë (0) = Un — n = n (1) — n (0), 
où n (0) = n, n (4) = Un. Mais dans ce cas E (t) = n (t + 1) — 
— n (£), et pour Ÿ quelconque on a 
S x = n (NW) — n (0), 
YW =MISxF=MIn (4) — n (0) F<AM [10 F< oo. 
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Nous avons ainsi démontré qu’on a soit y (VW) — , soit 
sup ÿ (N) << oo, la dernière inégalité ayant lieu seulement si E (f) 
N 


peut s’écrire comme la différence 
E()=U#Hin—Un=n(t+1)—n(@), neEx (5.3.7) 
Il découle évidemment de (5.3.7) que sup y (NW) <4M ] n À < oc, 
N 


Il ne reste plus qu’à vérifier que (5.3.7) équivaut à (5.3.5). Sup- 
posons que (5.3.7) soit satisfaite. Désignons par /A(4) la densité spec- 
trale de la suite n (t). En vertu de (3.3.7)on a 


f (à) f Q) 
À) = — © = — 2 — 
În ( ) | età 42 k sin2 À 
2 
donc 
T1. LL 
À OL gp = 4 | fn (A) dà < oo. 
Ln sin? Dr 


Inversement, si l'intégrale (5.3.5) est finie, par définition de 
v(N)ona 


NS | IE an < 00. 


“mx Sin — 
a 2 
Le lemme se trouve ainsi démontré. 


Lemme 5. Quel que soit u, lorsque N — ©, la fonction 
y (NW, u) tend vers l'infini ou elle est bornée. Pour que cette fonction 
soit bornée il faut et il suffit que 


Démonstration. En écrivant la fonction y(W; u) sous la 
forme 


T in2 N3 
sin HE 

NE = | 7 + pa 
TH Sin? 


nr 
on voit que y (W:;u) coïncide avec l'expression M] D £’ (#)[°, où la 


suite {£’ ()} stationnaire au sens général, a pour densité spectrale 
f (à + u). Le reste découle du lemme 4. 
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Lemme 6. Pour N — o soit inf y (NW, u) — oo, soit il existe 
u 


un point 0 € [—7x, x] tel que 
T 
fQ) 
| is dà < ©. 
La Sin? — 


La démonstration diffère peu de celle du lemme 4. Sup- 
posons que lim inf y (W, u) << oo. On peut alors séparer une suite 


N y . 
N, et une suite convergente {0,} de points dans [—x, x] ayant pour 
limite 9, de telle sorte que 

lim y (Wa; 0x) < ce. 

Nat 

Posons Sy — Y» eRE (é), on arrive par des raisonnements analogues 
0 

à ceux qui ont servi à La démonstration du lemme 4, à la conclusion 
qu'il existe un élément limite n € H tel que pour tous les & € H 
on ait 


lim MS,6— Mné, 
k 
lim Me AUS, = e-0MU SE. 
Ë | 
Comme précédemment, on en déduit la représentation suivante: 
6 () = n (4) — en (4 + 1) 
dont on tire l’assertion du lemme. 


Lemme 7. La densité spectrale f (À) d'une suite {E (t)} satis- 
faisant à la condition de régularité complète s'écrit sous la forme 


f (À) = w (à) | P (en) P, (5.3.8) 
où P (z) est un polynôme à racines sur | z | = À, et w (À) jouit de la 
propriété 

T sin? N 2R | 
liminf | — ——5—— w (À) dh = 00. 
N “x Sin? nu 


Démonstration. Posons 


oc? (n) — min M | £ (0) — n, l”?, (5.3.9) 


où le minimum est pris sur tous les 1, € H (|t | = n). Désignons par 
ns une variable aléatoire de H (] t | = nr) donnant le minimum dans 
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(5.3.9). Il est évident que 
MIE(O)2+M | n* l° — 
—2V2p(n) M IE(O) PMP < 
oc (n) & ME (0) F. (5.3.10) 


Donc pour des »r grands on a 
(mn >5EMIE(O) F> 0, (5.3.1) 


c'est-à-dire que le processus Ë (f) n’est pas « interpolable », on en 
déduit *) qu’il existe un polynôme Q (z) tel que 


cu in 
| Je Ah € oo. (5.3.12) 
—H 


Désignons par Q, (z) celui des polynômes Q (z), satisfaisant à 
(5.3.12), dont le degré est minimal et le coefficient du terme supé- 
rieur est égal à 1. L’inégalité (5.3.12) signifie également que parmi 
tous les polynômes Q(z) à racines réelles pour lesquels 


TT 

Î Ps p dh << © il existe un P (z), dont la puissance est maxi- 
e 

7 


male (finie). En effet, en vertu de l'inégalité 


IT à 

Qote}) LE fe) 

(| P Pt la < fn) a | | P CUT [2 dh << 00 
— 1 


le polynôme @, est divisible par P. 
Posons maintenant f(A)— {2 (eh) [?w (A) et supposons que 
m sin? VAE 

lim inf À 


Nu, sin? 2H 


w (À) dÀ € oo. 


Selon le lemme 6 on peut alors trouver un point 06€ f—n, x} pour 
lequel 


TT JT 
w (À) . f (À) dÀ 
| p1— ei 08) 12 le | LP (eh (4 iQ 0) 2 . 
NT — TT 
La dernière inégalité est de toute évidence en contradiction avec 
le fait que le polynôme P (z) est maximal. Le lemme se trouve ainsi 


démontré. 


*} Voir, par exemple, [22], page 142. 
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Lemme 8. Si f(À) est la densité spectrale de la suite {E (t}} 
satisfaisant à la condition de régularité complète aux points u, où 
lim y (W;u) — ©, la fonction y (N;u) admet la représentation 


v(W: u) = Nh(N; bu), où À (N ; u) est une fonction de N variant 
lentement (au sens de Karamata), c'est-à-dire que pour tous les k => 0 
entiers on & 


RNB 4 


se R(N;u) 


Démonstration. Pour simplifier l'écriture posons 
VW: p)=y(N), R(N; u)=hk(N). 
Soient ensuite 
N 
ss D 'EG—DN+G—Dr+el x 
X exp{—iul[(i—1}N+(—1)r+s]}, 
Î= d, .e …:Æ; 
r 
Yi = 2 EUN+(—1)r+slexp{—imiN+(G—t1)r+s]}, (5.3.13) 
= :::, 421: 
(k—1)r 
pu — À E(VE+S)exp{— im (Nk+s)}, 
où r—r(N)—o pour V — co mais suffisamment lentement 
F0) 0, YE-DN 
v (W) " y) 
YWN)=Mlzu+y+... ++ 
k 
= 2 Ms; F+ 2 May: + Mz:y;) + 


ag 2, Mass + > Myiyi. (5.3.4) 
1%) À, j 


—+ 0. On a alors 


pour que 


La première somme dans Île second membre de (5.3.14) est en 
raison de la stationnarité égale à y (NW), la seconde et la quatrième 
ne surpasseront pas 4? (y (W) y (r))!/? = o (y (W)), enfin la troisième 
somme, vu la condition de régularité complète, ne sera pas supérieure 
à ky(N)p (7) —0o(y(N)). Ainsi y (4N) = ky (N) (1 + o (1)) ce 
qui achève la démonstration du lemme. 

Nous montrerons ci-dessous que la fonction k (NW) peut être pro- 
longée des nombres entiers sur les nombres positifs, tout en conser- 
vant la propriété de variation lente. Pour des fonctions quelconques 
à variation lente de l'argument naturel, un tel prolongement n’est 
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en général pas possible. Quant à la fonction k (N), nous allons tout 
d’abord signaler les propriétés rendant ce prolongement possible. 
Nous considérerons le cas u — 0; celui de O0 peut être étudié 
d'une manière analogue, il suffit de remplacer partout £ (f) par 
E (€) er int, 

1) Pour k donné et N —+ co on a lim ES = 1, 
En effet, comme y (W) — © pour Ÿ —+ œ,ona 


VON +) =vN)+ 7% (@)+ 
+ 2M(E(1) +... HÉ(N)É(N+D+... HE(N+H)), (5.3.15) 
LED + HEC) EN HA) HN +6) (7 (W) v ())t/2 


et 


vAN+E) _ N+Hk R(N+A) 


DO CN) +0), (5.3.6) 
h(N+k) 
sa —1+0(1) 


2. Pour £;> 0 quelconque on a lim N€h(N) = co, lim N-Eh(N) — 
No N +00 


— (0. 
En effet, en utilisant la relation k (2N) — k(N) et la propriété 
précédente, on a 


x ([+r]) 
InR(N)= D In 2 on W). 
5 #([zx]) 


3. Si r<p<2r pour des r suffisamment grands, on a 


sup e Fe ÇA. 


Fixons m suffisamment ni pour que p (m) << 1/16. Supposons 
que p >> 3r/2 (le cas p < 3r/2 peut être étudié d’une manière analo- 
gue}). La relation 


p+m r T+-m P+m 
D ÉH=DE(G)+ DEU+ 2 E() 
Â 1 T1 rHm+i 
permet d'écrire 


(pp +m)h(p+m)=rh(r) +(p—-rhk(p—-r +68, 


où 

() Le 2 Le (m) (r (p — r) k (r) h (p _ r))!/2 (rmh (r) h (m))'/2 <e 
| + ((p — r) mh (m) h (p — r))!/] + mh (m}, 

IL est évident que 


2(r(p—nhkhk(p-r)"<rh() +(p—nhp—r. 
Donc pour des r grands on à h (p + m) — 6h (r) + 82h (p — r} + 
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+ R,, où R, = O0 (p-1/4}, 68, => 15/32, 8: > 0 et par conséquent 
(voir la propriété précédente) on a 


h (r) :. 
LE as R(rEm) <3 dr k (p) < 3 : 
 < 


4, Pour tous les c suffisamment petits et des N suffisamment grands 
on a k (cN}/h (N) < c-1/2, 

Bien entendu, on ne tient compte que des N pour lesquels cN 
est un entier. Utilisant les propriétés 1 ou 2 on a 


Re] 
MZ (mn([r})-m2([#))+ 
+in R(N)—nh (| 5 ])<Sinlel=-$ine. (6.317 
"2 


Notons que l'inégalité démontrée est uniformément satisfaite pour 
tous les c, c << c, suffisamment petits. 

Généralisons maintenant les fonctions y (WN), k (N) à tous les x 
positifs, posons que 


sin? 22 


raim | FT Los (5.3.8) 


h (x; u)= y (x; u). 


Lemme 9. Pour tous les n pour lesquels ÿ (N) —- 0 la fonction 
h (x) est une fonction lentement variable, c'est-à-dire que pour tous 
les y > Oona 


Lino 2 E8) 4, (5.3.19) 


Démonstration. Démontrons (5.3.19) d'abord pour des 
y rationnels. Il est clair que pour x — œona 


v Ge) = y (el) (1 + 0 (1)). (5.3.20) 
Donc pour y = k, où k est un entier, vu la propriété 1 des fonctions 
h (N),on a 


v(z) __ Ur] h([ke]) : | 
RQ U+oU)=E(A+o().  (5.8.21) 
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y—p/q, où p, qg sont des nombres entiers, compte tenu de 
qe. 3.21) on trouve 


P. z x 
VAT Vie) 4 
lim ) im 22) 20) > (5.3.22) 
TT () ) 
Soit maintenant y un nombre réel quelconque. Posons 
nn — Tim C2) ee v(r, y). 
1 ER y (2) ? Vo (y) — im Le ED 4 


Pour des y rationnels on à 4 (y) = %2 (y) = y, il nous suffit donc 
de montrer que les fonctions 4, (y), 2 (y) sont continues. Comme 


l'y ((y+e) x) — y (vx) | < 


y (x) 
{ TT sin? > 
oo À 
—x SIn ni) 
JT 
4 Sin ExÀ YTÀ 
+56 |) se FG+H) da |< 
y (Ex) vs) \12/v(&r)\t2 
yep 2 AR ) (Se) : (6.323) 


il suffit de montrer que #1{y) et Y2(y) sont continues à zéro. 
Compte tenu de la propriété 3 des fonctions A (NW) on a 


[ex] z]) 


| [+] 
ge ten * Ce 6) (A+o(t}<et/2(1+0(1)). (53.24) 


A partir de (5.3.23), (5.3.24), on a 

Fhi (y +e)— hi (y)1= 0 (1/5), The (y +e) — 1h (y) 10 (7). 
Le lemme se trouve ainsi démontré. 

Lemme 10. Si %(N)=iniy(N; u) —— co, la relation 


est uniformément satisfaite pour tous les u et y tels que 0 y< 
LYLY< ©. 

Démonstration. Soit Fe —=1+R(u; y; x). Supposons 
tout d’abord que x—N, y—k sont des nombres entiers. D'après 
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le lemme 8 on a 


Ru; k; N)=0 | kp(r) He (AR . CITE ) "+ (I b ME 


T 
Pour tous les u on a y(W; pi) anis À)dA, donc, en posant 
r—lny(#W), on obtient | 


Le NN In2 yo (N) \1/2 
Ru; ki N)=0[k (+) | 
En vertu de la relation (5.3.16) on peur écrire 
WE: hi) ZT 
vor) +0 (on) 


Par conséquent, la relation 


D (ina ([]s ina (2) 0) + 
O (1} =o(In W) 
est uniformément satisfaite en u, et donc lin kR(N;u)N*—0 


l’est également. De ce qui vient d’être dit on tire facilement que les 
propriétés 3 et 4 des fonctions k (NW ; u) et les égalités (5.3.20), (5.3.24) 
sont également uniformément satisfaites en li. 
Soit maintenant y € [yo, y1l. Donnons-nous un q entier. La con- 

vergence vers 1, soit 

. … k (px/q) 

D C7 TU ne = 1, 
est uniforme par rapport " u et p tels que yo << p/q << y. Soit y” 
le nombre de la forme p/q le plus voisin de y. On a alors en vertu de 
(5.3.23), (5.3.24) que 


| vYCyz) ? Gr À V (yx) Y(y'x) A8 
ETS y <fS + Ge ve era: 


où la constante C et le terme o (1) ne dépendent pas de g. Le lemme 
se trouve donc démontré. 


$ 4. Conditions locales (suite) 


Nous abordons maintenant la démonstration du théorème 5. 
On peut considérer ce théorème comme une proposition du type tau- 
bérien, où en se basant sur le comportement de la fonction 


sin? N EP 
v(Wiu)= rs f(A)dXk pour N —+ 060 
_ Sin? 
—T 
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on juge du comportement de 
n x 
— | f{A+u)dXx pour x 0. 
0 


Pour la démonstration de ce théorème sera utilisée la méthode de 
Karamata de démonstration des théorèmes du type taubérien. 

Montrons préalablement que pour u quelconque la fonction 
y (W; u) peut s’écrire sous la forme 


YWiu) =Nh(N;p), 


où A(N;u) est une fonction lentement variable. Ceci découle du 
lemme 7 et du lemme 11 qui suit. 


Lemme 11. Si f(A) est la densité spectrale d'une suite {E (t)} 
satisfaisant à la condition de régularité complète, toutes les racines du 
polynôme P (z) sont en module égales à 1, et que la fonction w (À) — 

JG) 

_ IP 
spectrale de la suite {n (t)} satisfaisant également à la condition de 
régularité complète et. p (t; w) < p (T; f). | 


est intégrable sur [—x, xl, w (À) est alors la densité 


Démonstration. Considérons les fonctions ®, 5 € S2. 
Si les racines du polynôme P (z) se trouvent toutes sur la circonfé- 
rence |z|— 1, pour tous les & suifisamment petits on a g/PE€ 


ES, PP € Se, Donc l'égalité (5.1.3) donne 
0 (T; w) — sup | fs À) p (À) eftw (À) a | = 


{ PA PA) 1AT D foix\ [2 
TG He w (à) | P (e )Fdr< 


<sup | N À) ÿ (À) etAtf (À) an. = p (T; f). 


Dans la première intégrale le suprémum est pris sur tous les , Ÿ € 
€ Lt (w) avec [| pll, = Ib = 1, et dans la dernière, sur tous les 
p, € L+(f) avec || Il; = dll; = 1. Le lemme est démontré. 

Ici et jusqu’à la démonstration dx lemme 14 nous entendons par 
f (À) la densité spectrale d'une suite stationnaire {£ (#}} satisfaisant 
à la condition de régularité complète, le coefficient de régularité 
étant p (t). De plus nous supposons f (4) telle que lim inf y(W;u}— 

.N A 


13—0191 
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Lemme 12. Soit a (h) une fonction paire à dérivée troisième 
bornée, qui s’annule à l'extérieur de l'intervalle [—1, 1]. Pour x — 
on.a unijormément en LL 


W sin? — 7 
à à " Rein 
1 sin? À 
_ = | E a(A)dh-h(x)(1+0(1)). (5.441) 
(2) 


Démonstration. Supposons que |[a”"(A)[&SE <oœ et que 


a (À) = | cos ÀzA (2) dz, 
0 


= £ { cos Àza (À) dA. 


a (À) étant lisse, on a AGE. 
prénd les nombres s et Ô tels que 


(5.4.2) 


Pour un & > 0 donné on 


Ô 
[LA (o)ide+ Î IAG@id+(la(id<e (543) 
$ (4) 


]1—2 |<ô 


Posons ri ÔSz<S5,|1—z|[5> 86}. On a alors 


PH LE Los 


OST 
- Sin? 


(A+ y) a | cos æz. À (2) ds = 


-cosxzhz f(i+u)d\+R(x), (5.4.4) 


où |R(z)[&eh (x). En utilisant l'identité 


cos xhz sin? = Te (241) + sin? © k (91) 2 sin 2] , 
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on peut écrire le second membre de (5.4.4) comme suit : 


VAE _ 2 Î ca {he (24 1)) 4% (e (8—1)) — 2h (22)] À (2) de + 

+ [ie+ net mIA (+ 
Ô 
Ô 
2 [k (x (2+ 1)) — h(xz(1—z)) — 2h (xz)] À (2) dz + 
1 —Ô 


+ | (A +2)+R (A2) AG) &I+R (D (5.45) 


Ô 


CN 


La convergence vers 1 de. ED _ étant uniforme en uE[—:x, |, 


ÔZz<s+1 (lemme 10), il vient que la première et la seconde 
intégrale dans. (5.4. 9) sont 0 (h (x)) uniformément en u et la somme 
des autres termes à l'exception de R(x), pour 7—, devient: 
uniformément en be égale à 


{8 
VE Ê (1—2) 4 (0) ds (a) (1+o (D) 
Ô 
ô, e étant quelconques, on voit que, uniformément en u, on a 


1: 
| 


sin? À _: 
Tr À 


1 LA +) a (ah) dh= 


V2 À (2) A (0) dah (x) (1+ 0 (0) = 


Î 
otre, Là 


À Î 
2 { a (À) dà {4 — 2) cos À dz-h (x) (1+-0(1)) = 
“ÿ:" 
I se 


ee Ne ue (@)(1+0 (0). (5.46) 
2 


0 


(=) 


Lemme.:13. Soit a (À) une fonction impaire, trois fois dérivable, 
à dérivée troisième bornée, s'annulant à l'extérieur’ de : l'intervalle 
[—1, 1]. Pour x — o on a alors uniformément en LL 


T sin? 


1j 


cs sin? À _ 
de 2 


À f(A+ ua (rh) dà = 0 (h(x}). (5.4.7) 
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Démonstration. Supposons d’abord que x + oo ne par- 
court que des valeurs entières, et au lieu de x nous-écrirons NW. Tout 
comme précédemment, introduisons la transformée de Fourier de 
la fonction a (à): 


4@=y À ( sin A0 (à) À, 


0 
a (À) — _VE [ sin ÀzA (z) da. 
0 


Pour £& >> 0 donné définissons l’ensemble 


(5.4.8) 


B={>s)}|] {z2: |2—n|<6, n—0,1,...) 


de telle sorte que | | À (2) | dz << &. Désignons par B le complément 
B1 
de l’ensemble B, jusqu’à la demi-droite [0, co],.il vient 


à x 
{ SLR 
7) —- {A+ u) a (M) = 
2T sin? + 
1 f f sine 
=+ | 4@& | ——— sin Nazf (A+ p) d\+R(N), (5.4.9) 
N B TT sin? = 


LR (N) 18h (N). 


7 N-1 2 


| 2 etx 


en série de puissances dé eï on trouve 


Sin? —— 


Pour entier on a . En développant sin Az 


sin2 ne 


: : | 
sin Az — 5 sas æ > (—1) ) (ein — ein) ( Ne —3%75) —_ 


= D aj(z)(é— ei).  (5.4.10) 


ja 4 
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On peut écrire maintenant le premier terme du membre de droite 
de (5.4.9) comme suit : 


| AG)d&+ { [Di (À 2) + D (À; 2)] f (À + pu) d'à — 


D — TH 


_. Lao [Di (— À ; 2) + Da (— À: 2)] f (A+ ui) dà + 
B 


— A 


++ | A (2) ds | D (À; 2) f (À + u) dÀ, 


B 
où 
N-—-1 N—1 J 
B(;z)= 2 eh D aj(z) D era, 
R—0 JL m—i1 
N—1 N—1 N—-j-1 | 
D, (À ; z)=— 2 aj(z) D eirh D) e-imk, (5.4.11) 
1 R=N —J m=0 
Nu = 
SIDE —— 


Do (À; 2)= Di ——Ÿ VS aj(z)sin jA. 


sin2 TZ i=N 


Passons à l'estimation des intégrales 


LA 
1 . 
x | D;(k;z)f(A+u)dA, j—0,1,2. 
—T 
1 T 
1. Estimation de + | Do (À ; 2) f (A + u) dà 
—T 


Remarquons que | >; (—1})* sin £A| &C pour tous les n, C étant 
une constante absolue. . utilisant la transformation d’ Abel on 
obtient 


[eo 


sin Vzs 1 1 
D a @ sn n= be S RE et ee 2x À Du 
3=N 3=N 


j 
4 se À | . | 
Pre ee) À Pis sin ÆÀ. (9.4.12) 
On tire facilement de (5.4.12) que pour Z << 1—6 dia 
LCI (5.4.13) 
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Supposons. maintenant que 35 1+6. Fixons un »# grand. En 
utilisant de nouveau la transformation d’Abel, on trouve pour 
des N suffisamment grands 


| 
D a;(2) sin jh | <C(5++): (5.4.14) 
17 Nzl>n 
La condition de régularité complète donne 
ïN Sin? —— 


rs D otre) ;a+ua]- 


“x Sin? 2. [i-Nz|<n 


ELA N—1 
=| D a | [( D ein Qu) }* e66— M4 Qu) 4 
13-Nz|<n HT 0 
N—1 
+( D et Ga)” ei GA (| fÜ ah < 
0 
2 4 sin? —— Le 
LT PANE—n) | —5 (A+ pd o(R(N). (6.415) 
“n Sin? pe 


Finalement, en vertu de (5.4.13)-(5.4.15) on a uniformément en pu 


F| | A(2) 21 D: 2) f(A+u)dAl—=0o(R(N). (5.416) 


2. Estimation de Li Di(A; 2) f (Eu) dA. 


Soit de nouveau nr un nombre suffisamment grand, mais fixé. 
Décomposons la somme extérieure dans Ia formule de (À; 2) 
N—1 


n 
(voir (5.4.11)) en deux sommes D, et >», . L'intégrale de la pre- 
R=0 k=n+1. 


mière somme ne sera pas supérieure à 
x Ni j—1 


ra > #1 3 db 


. 
Ë 
_ 


| ù aj (8) (ei —1)] f (A + ui) dà 


# LT 
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en: | 2 a (2) sin jh] (A+) dà + 

u x sin al, 

je [ 2 a, (2) sin? À UC + u) d (5.4 A7) 
T2 


Les relations (5.4.10) et (5.4.13)-(5.4.15) permettent facilement de 
trouver que le second membre de (5.4.17) ne dépasse pas unifor- 
mément en u la grandeur 


ml . UE 
(SE ru) dh +0 (R (MK C ne h (Na) + o(k(N)). 
—T| sin D: | | 
(5.4.18) 
Appliquons au second terme de 
À D: (4; z)f (À +u)dÀ, 
= 
la transformation d'Abel, il vient: 
1 T ._ N—1 
Fr \( 3 ea 2 a Dem): (+) dà = 
Tr hk=n j=4 
TT N-n-1. | j 
e + { ein Sein : (3 as (2)) et GHDA) f (+ u) dh-+ 
TH k—0 | = 
; ïw N—n—1 N— , 
++ em Si ei 2 gimA > a (2) )f(h+u) 4 (5.419) 
— 1 k=—0 


Remarquons que pour 2<1—6, j&Nzon a 


3 j | 
4 —4}s sin W 1 1 N 
D m()= 5x à = pr = +0 ( F5) o(e + 1 }: 


s—1 s=1 


(5.4.20) 


pour 2<1—0, j > Nz on a 
H oO 

{ (—1)s sin Vzn { A 4 | 
Dur rs +0(ptmmr)s 6420 


<= 1 — 
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enfin, pour z > {+6 
1 
Sas (2) —0 (5) . (5.4.22) 


Supposons que 2<1-—6; compte tenu de (5.4.20), (5.4.24) et de la 
condition de régularité complète on obtient pour le module du 
second membre de (5.4.19) l’estimation majorante suivante : 


7 see À 


—— | (+) dà + 
UNE 


“ 
N—n 
T sin? À 
C 
+2 p (m+ V2) ( | = — A+ DA) TX 
7 sin2 À 
T sin? N es 5 A 
X (| —+—;ja+na)"=0o(%(M), (6.428 
En sin? 
où 
È (—1)ssin Vzr 
(= 2 Nz—s 


— 00 


D'une manière analogue, pour z2>>1+6 on obtient l'expression 
suivante de l'estimation majorante de (5.4.19): 


Le À | 
+ | ——— | (+ pu) dh = 0 (k (M). (5.4.24) 


T1 est évident que tant (5.4.23) que (5.4. 24) sont vérifiées unifor- 
mément en u et zEB. À partir de (5.4.18} et (5.4.24) on a uni- 
formément en Lu et z€B 


_ ( Di(X; z)f(Â+u)dA|—=0o(h(N)). 


T 
3. Estimation de | ®, (À ; 2)f(1 +) dÀ. 
— T4 
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En se donnant de nouveau un nombre nr grand on à comme 
précédemment : 


LT oa:s/a+nal- 


ni T  N— N—1 
| CS 20 ZX ei 3 am) (+ nal< 
— j=1 R=—90 m=1 
| <r|i | Be D em 3 em); (A+ p) da [+ 
2. = m=1 
TL _ N-j n 
+71 {| ETS im) 5 Rides à 
— 2, m=1 de 
+7 t einx (S a;(z) | S eirà 3 cm) (À +u) di]. .( (9.4.25) 
—T (2 k— _ 


Il est évident que le premier terme du membre de droite de 
(9.4.25) ne sera pas supérieur à 


a lsin 1 à 
n2 DT en JG + pydà= 0 (2) = 00 (M) 
in À 


(5.4.26) 


En appliquant la transiormation d'Abel au second et au troisième 
terme du second membre de (5.4.25}) et en raisonnant comme lors 
de la recherche des estimations de (5.4.19) on obtient que ces deux 
termes sont uniformément en u et 2€ B égaux à o(h(NW)). Ainsi, 


- | ÿ D, (2; À) (a+ u)dh|= 0(k(N)). (5.4.27) 


Ce qui achève la démonstration du lemme pour des x entiers. 
Soit maintenant z un nombre réel quelconque. Ci-dessus (voir $ 3) 
nous avons vu que A(z)—h([xl)(1+o(1)) uniformément en 1, 
donc également uniformément en u on a: 


xÀ 


sin? gi 


7 (AT h)e (le À) dh — 


T gin2 14 


|. ———— j (à + pu) a ([rl A) AC = 0(h(x). (5.4.28) 
sin? — | 
de 2 
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Enfin 
TÀ 
_ (+R) (a (rh) — a (at) | < 


n Sin? L 


T sin — 


os 


max [a"(A)[ % sin? — 2 
à 


cl 3 LL A+) <c (2) = o(h (x). 
+ 


Z 


“nsin2 
(5.4.29) 
Le lemme 13 est démontré. 
Lemme 44 Soit a (À) une fonction à variation bornée, nulle 
à l'extérieur de l'intervalle [—1, 1]. Pour x—c on a uniformé- 
ment en 


LE fe À aetaya = 


j_ ——+ a (a) da + 0 (a). 
É] 
(5.4.30) 


Démonstration. Supposons tout d’abord que soit bornée 
la dérivée troisième de la fonction a (A). En appliquant le lemme 12 


à la fonction paire HEC) 


a ()— a (—À) 


et le lemme 13 à la fonction im- 


paire x "OÙ obtient 
n JT ina” | 
Fe f(A+u)a(xà) di = 
=-n SIn D] 
1 T sin? — 2 (el 
2e —i@+n) ES a+ 
: sin 2 | | 
7 
T gini — 
1 À) — a (—xX 
++ | + y) + @)- RD = 
si 25 


k (x) 2 aU)+a(—)) ;; te 
= | + o( (2)) = 
EU 


À 
2 


1 sin? — 


+ a (À) dA + o(h (x). (5.4.31) 
(5) 
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Supposons maintenant que a(À) soit à variation bornée. Pour 
ë& > 0 quelconque on peut toujours choisie deux fonctions a{(à.) et 


a (à) satisfaisant aux conditions du lemme, ayant la dérivée troi- 
sième bornée et telles que 


a(1)<a (à) <a (À), 


sin? L 
Un KE. (5.4.32) 


(3) 


Pour les fonctions a(À) n'ayant qu’un nombre fini de sauts, 
c'est évident ; si cependant le nombre de sauts de a (A) est infini, 
on peut préalablement choisir deux fonctions b (À) et b (À) satisfai- 


sant à des inégalités du type (5.4.32) et ayant un nombre fini de 
sauts. 


Si les fonctions a(à) et a(k) sont choisies conformément aux 
inégalités h 4,32) on a 


| Ga) 


in? à 
#% sin? ** 


Lu 
<r | —5iû+watiii< 
Sr sin? 5 
+ = | 
1 sin? | 
<= | + f(A+u)a (ah) dA. (5.435) 
_—f" S1 in? pi 


Pour les fonctions a (A) et a(À) on a (5.4.30), donc on peut écrire 
{5.4.33) comme suit: 


sin? + . ; Te sin? ë 
a (+0 (DES | FA Hp) a (rt) D < 


a (5) : (3) 


a(à)da({+o(1)). (54.34) 


et 
OS 
| us ‘à 


Les membres extrêmes de (5.4.34) diffèrent l’un de l’autre et de 
T in 2 


ha) Sirl S 
2 
(5) 


a(A)dh d'au plus &hk(x)(1+0 (1), mais € étant 


_ 
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arbitraire, on en affirmer que l'on a également : 


a sin? — 
C2 re f (A+ p) a (xd) di = 20 2 a (A) dà (1 +0 (1). 


TD 


Le lemme 14 est démontré. (En toute rigueur il reste encore à étudier 
spécialement les fonctions à discontinuité aux points +1, nous en 
laissons le soin au lecteur.) | 

Terminons la démonstration du théorème 5. 

Soit f (À) la densité spectrale d’une suite aléatoire gaussienne 
& (£) satisfaisant à la condition de régularité complète. Le lemme 7 
permet de trouver le polynôme P (2) de degré maximal pour lequel 


. - est intégrable et 
| P (e*°) [2 
ñ sin2 VX 
inf 2. 
0 À 
à 


la fonction w (à) — 


w (À + 1) dA — 00. 


H *,; sin — 


Selon le lemme 11, & (À) est la densité spectrale d’une suite satis- 
faisant à la condition de régularité complète. Appliquons le lemme 14 


TT ti si [A|Sieta(i = 0si|À|> 1. 


Te 5. 
On voit que l'on a 
1 /x | 
= Don de(s) (t+o() (5.4.35) 
—1/x 


uniformément en u. Appliquons de nouveau le lemme 14, mais en 
À 


considérant maintenant a (à) — - ) si OLA <<! et a (à) = 0 


sin? — 
2 
si À >> 1, avec a (À) — —a (—À) si À << 0. On voit que l’on a 
1/x 


= funrna-s [ua+na- 
0 


d —1/x 
1/x | 
=o(i(a)=0o(+ | w(A+u)dh) (54.86) 
— 1 /x 


uniformément en u. En désignant par W (à) la primitive de w (à) 
et en remplaçant {/x par Ô on obtient pour (5.4.36) la forme équiva- 
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lente suivante: pour Ô —+ 0 uniformément en u 
W Qu + 6) + W (a — 8) — 2W (u) — 0 (Wu + 8) — W (u—5)) 


ou 


W (u + 8) + Wu — 6) — 2W (u) — | | 
. = 0(W(u + à) — W (u)). (5.4.37) 


Il est facile de voir qu'avec les désignations habituelles A4W (u) = 
= Wiu +6) — Win), AËW (u) = A5A6W (u) (5.437) équivaut 
à la relation suivante: uniformément en p 

AW (u) = o (AW (u)). (5.4.38) 


Enfin, en utilisant la désignation w:7 (6) figurant dans l'énoncé du 
théorème 5 on voit que (5.4.37) signifie que œxy (Ô) — 0 pour ê —+ 0. 
Le théorème 5 est donc démontré. 
Dans le $ 5 nous donnerons certaines conséquences de ce théo- 
rème. Maintenant nous passons à la démonstration du théorème 6. 
: En vertu du théorème 2, pour la démonstration il suffit d'estimer 
o (t, w)., Ceci nous permet de supposer le polynôme P de la repré- 
sentation (5.3.1) égal à 1. | 
Posons W, (À) = W (à) + a, où a est pris de façon à avoir 
W, (n) = W, (— x). De toute évidence on a 
WG +zx)+ Wa (zx) —2Wi (à) 


—= 


à, [W(A+z)—W (À — x) | 
LI A2) WP (2) 207 O1 
tee  IWA+a-WA—2)] Ow (6). 
Lemme 15. Pour des polynômes trigonométriques quelconques 
, EE? on a l'égalité 
J 
| PO)pA a (D A 


— 
LA 


= À 19 (JAH A) A) Hp A) VA) (1) A. (5.439) 


— JT 


Démonstration. Pour t >0 quelconque on a 
LA 


| p (À) D (A) eitt d — 0. 
Donc É 


TT 
…v 


RTC TOP IOL ES TON TUE L/T0) 


En intégrant la dernière intégrale par partie on obtient (5.4.39). 
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Puis pour démontrer le théorème 6 nous allons procéder comme 
suit. Les conditions 1) et 2) du théorème signifient que W, est une 
fonction suffisamment lisse et par conséquent peut être assez bien 
approchée par des polynômes trigonométriques. En faisant dans 
(5.4.39) une telle approximation de W, on obtient l'estimation de 
p (tr) (comparer avec la démonstration du théorème 1). 


Soit o (à) — D ajeihi un polynôme trigonométrique. Dans les 
conditions du théorème 6 on a les inégalités suivantes 
Ip'lr<Cwmliplls Gnégalité de Zygmund)  (5.4.40) 


| > ajeini IPRCAITAI TR m<n (inégalité de M. Riesz) (5.4.4) 
et dE de Littlewood-Paley vraie pour un entier quelconque 
r>0 

Tr ie 2Pr _. 
Dani + D] 2 ae]; <C:slolf (5.442) 
0 P  2P-Îr+1 


(on suppose ici que a; = 0 si j > n). Les constantes C. C2, Cane 
dépendent que de j et non de . | 
Dans l'hypothèse 0 << m = min j (4) & jf (À) < max j () — 
— M << oœ ces inégalités sont évidentes. Par exemple 
Mo ESV MI PAPY Mr ALES 74 M p ls. 
D'une manière analogue on démontre les inégalités (5.4.41), (5.4.42) s. 
on peut poser, par exemple, C2 — V ., Cr 


Lemme 16. Soient 
N 
— Dajei, OSLEN, 
L 
Ni 
vO= ben, OLLENs 1<Li+L. 
1 


On a alors 


| PObHr Hal EC (TE) LE ow (3): 


IT 


(5.4.43) 


il CONDITIONS LOCALES (SUITE) 207 


Démonstration. Conformément à (5.4.39) il suffit de dé- 
montrer que ° 


A 1 
| ( Over (2) Mo (en) 


Fe (5.4.44) 
7 
envomaal<c (EE 00 () : 


—T 
En vertu des conditions du théorème 6 et par définition de W,ona 
WA (à + 8) + Wa (à — 6) — 2W4 (À) | <'2MSow (6), 


c'est-à-dire que W, (À) est une fonction lisse et conformément au 
théorème de N. Achieser (voir [25], page 274) la meilleure approxi- 
mation Æ, (W,) de la fonction W, par des polynômes trigonométri- 
ques de. degré non supérieur à s satisfait à l'inégalité 


E, (W,) < Ci ow (+) : (5.4.45) 


Soit Q le polynôme de meilleure approximation de W, dont le 
degré n’est pas supérieur à L + L; — 1. On a alors 


L{ p' (2) b (à) ma al=|| PHEDIW:G)—Q GA < 


1 | | 
<r Ertrs1 (W:}llp' Ir b IS 


C1C 1 M \3/2 Now (x) 
LM dv (7) <G (À) ser 


La seconde inégalité (5.4.44) se démontre d’une manière analogue. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème 6. Soient 

, PEGÆ? des polynômes trigonométriques tels que || æ|}; — 
= |fbl; = 1 du type 


N 
pU)— : PO) Do. 
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Sans restreindre la ae on peut supposer que N — 2Px, N, — 
= 2Px, p > 0. Pour j — 1,.. :, P ON peut poser 
2% 
pÜ)= 21 ais, 
23 1541 
2x 


D; (à) = À asetÀs, 


23% + 
NN KI 

pO= À der, W(A)= 2 ae 
27-441 0 


21r 
Y,(A)= D aseirs, 
| © 
En utilisant les inégalités (5.4.41)-(5.4.43) on obtient 


| IEC à)"p (À) f a) dl< 


<5 (| Î p: (A) Y(4) 5 da [+ Î vb; 0) D, (4) f (A) dr |) < 
J=1 =T 


=) este + 


P 
<8C, (+) | max IR Ar 2 Mi Para it 
= 


+ max | D; |f; >, o r(— -) I Ÿ; I |< 


j=1 


CBC, (2Y( 1 o(——))" ((Z ie 1)" 
i= j 


co 


+(Dib)")<s(E)" ( 24 (ri). 6.446) 


Comme C, & 5/2 ((125], page 305) on arrive à (5.3.3). Le théorème 6 
se trouve ainsi démontré. 


$ ». Conséquences des théorèmes 
ondamentaux. Exemples 


Nous allons donner plusieurs conséquences des théorèmes des 
$$ 2 à 4 permettant de se faire une idée plus nette des restrictions 
imposées à la densité spectrale par ni condition de régularité 
complète. Notons tout d’abord que Le 
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la densité spectrale d'un processus complètement régulier à temps 
discret n'a pas de discontinuités de première espèce (de sauts). 

Pour la démonstration servons-nous de Ia représentation (5.3.1). 
Il suffit de démontrer que w (À) n’a pas de sauts. En effet, si w (à) 
avait un saut au point À, elle serait bornée au voisinage de ce point. 
Par conséquent dans ce domaine la fonction W (À) serait lisse, en 
vertu de (5.3.1), c’est-à-dire qu’on aurait l'égalité 


WG +6) +WG— 6) —2W () = o (6). 


Mais on sait que ([3], page 182) la dérivée d’une fonction lisse est 
douée de la propriété de Darbou et ne peut avoir de discontinuités 
de première espèce. 

Nous avons déjà noté que dans le développement (5.2.1) ou (5.3.1) 
c’est le premier facteur polynomial qui contient tous les zéros de la 
densité spectrale f (4), quant au second facteur w (à), il est « presque » 
positif, car tous les zéros de f (À) sont d'ordre pair. Pour donner à 
ce qui vient d’être dit un sens rigoureux remarquons tout d’abord que 

les fonctions w des développements (5.2.1), (5.3.1) sont sommables 
avec une puissance quelconque p, —00 <T p << 00. 

Considérons w du développement (5.2. 4). IT est évident que pour 
tout e > Oon a || exp {kr Hu} exp {ire +tue DH < 
= oo. Nous avons déjà remarqué (page 178) que l'inégalité || v,|[°? << 
<T & entraîne, pour tout Æ Lg; exp {k |v. |} € Z! et donc 


Fe € 9, si toutefois & _ . Si maintenant w appartient au déve- 


loppement (5.3.1), en vertu du théorème 5 on aw-t€ &1, Comparant 
maintenant (5.2.1) et (5.3.1) on voit que dans les deux développe- 
ments la fonction w est la même. 

Nous appellerons ordre, ordre supérieur, ordre inférieur du zéro 
À, de la fonction f (À) respectivement les nombres 


. In f (à) —  Inf(à) 
On SE kQ)= lim ho | ? 


_mf{Q) 
Re mir S 


La proposition que nous venons de démontrer sur la sommabilité 
de w à pour conséquence que 

l'ordre inférieur d’un zéro quelconque de w étant nul, l’ordre réel 
des zéros de f (À) ne peut être qu'un nombre entier pair. 

il est enfin évident que 

la densité spectrale f (\) d’un processus complètement régulier £ (t) 
est sommable avec une puissance positive quelconque. 

Nous allons maintenant passer à la construction d'exemples de 
processus complètement réguliers, plus exactement, des densités 
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spectrales f (À) de ces processus. IT est évident qu’à l’aide du théo- 
rème À on peut construire un grand nombre d'exemples. On aura des 
exemples non triviaux seulement si les conditions du théorème 1 
ne sont pas respectées, c’est-à-dire si f (À) peut s’annuler d’une façon 
autre que polynomiale ou avoir des discontinuités (de seconde espèce, 
évidemment) ; on peut trouver de tels exemples en partant des théo- 
r'mes 3 et 6. 

Etablissons préalablement le résultat suivant, en désignant par 


nf la fonction conjuguée de In f € Z1(—x, x). 


Théorème 7. Si au moins l'une des fonctions In f, In f est 
continue, le processus stationnaire Ë (t) de densité spectrale f (à) est 
complètement régulier, avec 


p(n=o{mino(=;mf),;w(+;m})), (5.5.1) 


où w (Ô; h) désigne le module de continuité de la fonction h (à). 


Démonstration. Dans le cas où c’est la fonction 
In f (À) qui est continue il suffit de se référer au théorème 1, car 
selon le théorème de Jackson sur les meilleures approximations on 


a E;1 (mf}=0 (o (= : In f) } . La régularité complète du processus 


2 
E (t) quand la fonction In f est continue découle du théorème 3. 
En effet, quel que soit le nombre & = 0 on peut, en se basant sur le 
théorème de Weierstrass, trouver un polynôme trigonométrique 
Q. tel que 


nf = Ce) € 
n f Q: Ve, Ï Veil & €. 


Il est clair que la fonction r, — O, est également un polynôme trigo- 
nométrique et par conséquent pour € => 0 quelconque, f (À) peut 
s'écrire comme suit : 


Î (À) — eln fQ) = ee ve, {l v, [| L €. 


On peut maintenant se référer au théorème 3. 
= Cependant pour trouver l'estimation (5.5.1) il y a lieu de 
donner la démonstration directe, d’ailleurs très simple. 

Supposons cette fois que © (À) est le polynôme trigenométrique 
de meilleure approximation de degré non supérieur à + — 1 de la 


fonction continue eiMf. Pour tous les 8 € ton a 


l'A 


| eihtB (A) Q (À) dh —0. 


— TH 
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Donc en vertu de (5.1.7) 


e tÀ : . 
p (T) = Sup | | eiÀxtf (À) ER di | — sup | | eiATG (À) {e’ In f __ 
ext, O1 ‘y g (e”) ge 1J | 


ed <Ea(e#n=0(o(rie))-0(0(< im) 


Ce qui achève la démonstration du théorème. 
Citons quelques exemples basés sur ce théorème. 


Exemple 1. Soit E (t) un processus stationnaire de densité 
spectrale 


| cos À 
f(À) —exp (2 FQnki) } | 


OÙ 


Sin ÆÀ 


Dans ce cas la fonction In f (à) = > — est continue et 
{ 


k (ln k+1) 


en vertu du théorème 7 le processus Ë (4) est complètement régulier. 
En se basant sur les propriétés des séries de Fourier à coefficients 
monotones *) on peut montrer que pour ÀA—O0ona 

17X 


In f (À) — | de -lnin+. 
1 


t(int+1) À 


Par conséquent pour À — 0 la fonction f (À) croît comme In 1/4. 
D'une manière analogue le processus E (t) de densité spectrale 
1/f (À) est également complètement régulier, mais maintenant sa 


densité spectrale s’annule à zéro comme 1/ln 1/À. On peut calculer 
mt 
que le module de continuité w (6) de la fonction In j ne dépasse pas 


1 
1) de sorte que 


po=o(). 


Exemple 2. Notre second exemple sera celui d'un processus 
complètement régulier dont la densité spectrale est bornée supérieu- 
rement et inférieurement, mais a des discontinuités (dé seconde espèce 
évidemment). Conformément au théorème 7, il suffit de construire 
une fonction bornée discontinue dont la fonction conjuguée soit 
continue. 

À cet effet considérons le domaine rectangulaire avec des coupures 
représenté sur la figure 2; c'est l’«hippopotame de Littlewood » **). 


#} Voir [13]. 
*#) Voir J. E. Littlewood, À mathematician's miscellany. London, 
Jr rencontre des domaines de ce iype dans la théorie des bouts simples, 
voir [9]. 


dans cet exemple O 


212 RÉGULARITÉ COMPLETE. PROCESSUS À TEMPS DISCRET ÎCH, V 


Le nombre de coupures (de dents) est infini, la longueur de chaque 
coupure étant égale à 3/4. Soit G (2) une application conforme du 
cercle unitaire sur ce domaine. Si @ (ei) = u (À) + iv (à), il est 
évident que la fonction v (À) est discontinue, 0 < v < 1, la fonction 


Fig, 2. 


u (À) — v (À) étant continue. Pour la densité spectrale cherchée on 
peut prendre Ia fonction f (À) — e°), [1 serait intéressant de donner 
pour p (t) une estimation suffisamment bonne. 


$ 6. Mélange intense 


Jusqu'à présent nous avons étudié la convergence de p (t) vers 
zéro, sans pour ainsi dire nous intéresser à la rapidité de la conver- 
gence. Nous allons étudier ce problème en cherchant à répondre 
quand, pour T-—+ co, p (Tt} décroît suffisamment rapidement, pas 
plus lentement que t-£, & >> O0, par exemple {notons que du point 
de vue de l’applicabilité du thécrème central limite à un processus 
satisfaisant à la condition de mélange intense, c'est le cas le plus 
intéressant) *). 


Théorème 8. Pour que 
pr) =0(x-"-8), où 0O<B<1, 
il faut et il suffit que la densité spectrale j (k) admetie la représentation 
f (= 1 P (en) lw (5.6.1) 


où P (2) est un polynôme à zéros sur | z | = 4, et la fonction w (à), 
w (à) > m >> 0, est strictement positive, étant r fois dérivable, sa déri- 
vée r-ième satisfaisant à la condition de Hôlder d'ordre f. 


Démonstration. En vertu des théorèmes 8 et 5 la densité 
spectrale f (à) peut s’écrire sous la forme (5.3.1), où w (À) satisfait 
à la condition (5.3.2). Conformément au théorème 2 et au lemme 11 


*) Voir [14] ou [22], chapitre 4. 
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on a de plus 
pin; L<pin—k;w), 


p (r; ©) < p (nr; f), 


où k est le degré du polynôme P. On peut donc se limiter au cas où 
Îf = w, c'est-à-dire au cas où dans la représentation (5.3.1) le poly- 
nôme P ne figure pas et c'est la densité spectrale f (À) qui satisfait 
à la condition (5.3.2). Dans la suite nous supposons partout que 
P = 1, sans le mentionner spécialement. 

I1 découle immédiatement du théorème { que les conditions du 
théorème sont suffisantes. En effet selon ce théorème on a 


ptr:f = p (0 <LE, 0. (5.6.3) 


(5.6.2) 


D'un autre côté, selon le théorème de Jackson sur l’ordre des 
meilleures approximations *), on a 


ES : (5.6.4) 


Montrons que les conditions du théorème sontnécessaires. 
Nous avons déjà expliqué à la page 174 que la densité spectrale 
f (À) d’un processus dont le coefficient de régularité décroît rapide- 
ment doit être suffisamment lisse. Nous avons montré que la petites- 
se du coefficient de régularité entraîne celle du coefficient de Fourier 
correspondant de la fonction f (à). Nous utiliserons ici l’idée simple 
des raisonnéments cités. Seulement au lieu des coefficients de 
Fourier, il est plus commode d'estimer directement des segments 
de la série de Fourier de f (À). Les résultats obtenus seront utilisés 
à leur tour pour l'estimation des meilleures approximations de la 
fonction f (À) par des polynômes trigonométriques. Enfin, les théo- 
rèmes inverses de Bernstein de la théorie des meilleures approxima- 
tions permettent, connaissant l'erdre des meïlleures approximations 
de la fonction f (À), d’en déduire à quel point elle est lisse. Voici 
le schéma approximatif de la démonstration. 

Désignons par r; le j-ième coefficient de Fourier de la fonction 
f (À). En vertu de (5.1.5) on a l'inégalité 


oR+1 ñ 9R+1 
Su [(S ver)rvale 
2! AT  2À 
mn  2À 
<p() [|Deu-n|fG)a, #20. 
Tr 0 


#) Voir [25], page 275. 
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— 


Si l’on suppose de plus que De |f QG) | M << © on aura 
ok+1 
| > ren] <p (25) M Î | an < Cap (2). 
ok TT sin 


Nous aurons de toute évidence les mêmes inégalités pour des # 
négatifs. 

Si maintenant 2* & rT<<2*#1, la grandeur de la meilleure 
approximation de f (À) par des polynômes trigonométriques de degré 
T ne dépassera certainement pas 


max | > rel< >| >, rjeu|<C: Y ko (2*). 


M |j1>2À P=h 9P<yj]<2Pri p>lno t+1 


De l'inégalité obtenue découle presque immédiatement l’assertion 
du théorème 8; il est vrai que l’on peut garantir pour (A4) la con- 
dition de Hôlder d'ordre P—e (mais non pas $},.où & est aussi petit 
que l’on veut. 

Pour se débarrasser de cet & il faudra effectuer des calculs assez 
compliqués. Au lieu des sommes de Fourier seront estimées les som- 
mes tronquées de Fejér pour f (à) (il est tout naturel de les utiliser 
car, pratiquement, elles approchent f (À) avec autant de précision 
que les polynômes de meilleure approximation). 


Lemme 17. Pour tout 0, 0< 6<1, on a les inégalités 


32max (À) © 
ENS —— Ÿ p(2n(1—0); ÿ). (5.6.5) 


k=0 


Démonstration. Il suffit de considérer le cas où la série 
dans (5.6.5) converge ; si cette série est divergente, l’inégalité (5.6.5) 
est triviale. 

Nous allons tout d’abord montrer que si la série >, p (2°) converge, 
la fonction f (À) est bornée. À cet effet revenons de nouveau à la 
fonction y (VW; u) des $ 3, 4 et montrons que y (W; nu) £< NM, 
où la constante M << c ne dépend pas de W ni de 

Lors de la démonstration du lemme 8 nous avons obtenu l’éga- 
lité (5.3.144). Si dans cette égalité on pose 4 — 3, il est facile de voir 
que 


vONiu) <a Wiu) +9V% 04; u) v Fu) +9v (W; nu) p (r). 
Quel que soit le nombre eg >> 0, pour des N grands on a uniformément 
en u (voir $ 3) 

NY; BEN. 
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En prenant ici eine on obtient pour des V grands uni- 


formément en u 
re 
2 
Dos.” 
N° 
En posant enfin N — 3,s—1,2,...;r=—r(N) = 2, pour dess 
grands on aura uniformément en pu 


YGN ; u) 
8Y (NW ; DS Lt 5 (r) +5 


vG**: p) s\ 1.9 / 2 \S/4 
DEP <1+3p(2+3 (+). 
Par conséquent 


lim EH CC TT (1430 (2)+3(5)")=M< 0, 


S— 00 
Î 


car 
3 [0@9+(5)"T< 0. 
s 
Nous avons ainsi démontré qu’il existe une constante A telle que 
| 3-8: D) LM. (5.6.6) 
En vertu du théorème de Lebesgue pour presque tous les £[— 1x, x] 
n. sin? NH 


; | . 4 : DES 
lim y v(N;u)=lim | f (A) 4h = 2nf (p) 


sit 


et, compte tenu de (5.6.6), pour presque tous les u on a j (u) < 
Par conséquent on. peut considérer que sup f (u) < M. 

Dans ce qui suit nous supposerons que M — supf(u). Soit 
r; le j-ième coefficient de Fourier de la fonction 7 (à), désignons par 
SA (À) = S rein la n-ième somme partielle de la série de Fourier 


de la fonction f (à). Soit enfin un nombre quelconque 8,0<8<1, 
et considérons les sommes tronquées de Fejér pour la fonction f (4), 
soit 
1 [n0] 
On (7; [RO] ; À) — [nô] +1 2 (À). 
V= 
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Il est évident que 
Eh (G)<max]8 (À) — 0x (f; [m0]; À)1. 


Montrons que 
max | 8 (À) — on (F3 10]; IC (8) 2 p (12% (1— 0), 


où C'(6) est une constante ne dépendant que de 6. Considérons les 
différences 


À» (À) = Con, (j ; [2k*in0] : À) — Con (f ; [2*n0] ; À). 


Il est facile de voir que ces différences peuvent s'écrire comme suit: 
An (à) = AË (A) + AE O0), 


où les sommes AË et A; sont 
ok+1, 
Aj(= D ajrjeëôh, 
[2*n0]--1 
—[28n0)- 1 
AF()= 2]  ajrjeïh, 
_92k#lh 
les coefficients a; y figurant ne dépendent pas des fonctions f (à), 
leur forme exacte ne nous intéressant pas. 
Après des calculs simples on a pour A et Az 


rl 
AEG)= | ru) f(u)du, 
— 7 
n 
A Q)= | 75 (Au) f(u) du, 
—T 
où 
; p2#ttn0] ; oRtln_y 
TEA) = —————— ne \ eilh — 
a ( ) [2k +10] +1 2 PAL À 
.. (no, _2hnv 
> > ein, 
7 [2n0]+ 1 — , _ 
re (à) =ri (à) 


Le polynôme trigonométrique r& dif en tant que fonction de pm 
ne contient que des puissances négatives de eh, à commencer par 
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exp { — (2}*n —[2*n0] + 1) u}. Done (voir l'égalité (9.1.5)) 


JAË (A) {<p (2'n— 12n0] + 1) Î ré tà— ui) | f(u) du 


—T 


<Mo(2n— [248] +1)[ | [Reri (à—u)|du+ 


se | Imré(—n)ldu]. (5.6.7) 


D'une manière analogue 


Ar (Q)I<Mp (Zn — 12/7081 +1)| | IRers (À —u) | du + 


7H 


TH 
Ds | [En r& (A —p) | du |. (5.6.8) 
—T 
Montrons que les intégrales du second membre de ces inégalités 


sont bornées. 
T 


1) | FRer£(à—p) | du est bornée. 
ft 
Pour simplifier l'écriture nous écrirons V au lieu de 2Ën et p 
au lieu de 6W. Après des calculs simples on aura 
Re rf (À — 1) — 


4 4 ANA) [Pts 
PR ETS sin 5 (A—u)sin—(i-v) 


On sin _ 


1 … 2N+1— { 
sin EU (pi) sin PEL |. 


Pour s entier quelconque 'intégrl de Fejér s'écrit 
T sin? — A — — y) 


F: 
2Ts J sin? — LE 


du = 1, 
donc 

8" 

\ [Reri(i—u)ldu< 

— JT 


GN+1—[2p)) 2 (241) Q@N+1—p)/2 (+1) 72 26 
- ET FT D S® 
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EL 
2) | Fmri (à —u)|du est bornée. 


En conservant la désignation 27 —N oôn a cette fois 


; L2N6] 2N-" 
Paré (bu) = NT SN) >, sinj(à—u)— 
v=0 j—=1 
l [N8] N—v 
NN js — 
005 À À sin) Un). 
v=0 J3—=1 
Mais 
T | cos À — cos 272 À 
> SO = ——;—— \, 
j=1 2 Sin = 
b 1 sin “SLT y cos PTE; 
> cos(T +) RE —— Ci 
T—a “PT 
de sorte que 
.… [2N8] 
1 sin 7 (à —n) ENSEES 
AR (NET per UE G—u) + 
.… [N6]+1 
. À = 2e MH . 201 a-wle 
ENST) et à 
MIT 
1 | sin Ep . à AN—[2N0]+ 1 
CHENE 0 2 7 —(A—n+ 
.… [N6]+1 
ne n)] sine 2N—INOIEE ou) 
2n (NO +1 in À —E 4 
2 
sin ÉMIES (À — u) sn PT 6 y) 


(5.6.9) 


4 ([2ZNO]<- 1) sin? ge 4x ([N0]+ 1) sin? He 
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L'intégrale des deux premiers termes du membre de droite de (5.6.9) 
ne dépassera pas _ Pour simplifier l'écriture désignons par b (À) 


le dernier terme de (5.6.9). Pour [A[<1/2 on a Isini—A[|<]A4/f, 
donc 


| DA 


(Ian 


or) 
L2N61-+1 


| | (5 we+113—u 1)" 
2n À [2N06] +1 
(Lau 


A) 
[2N681]+1 


Guests)" a 


EVOISE sin2 


Dans le domaine rn2>|[—u|> on aura 


1 
[2N6) +1 


sin 2N81+1 El +4 


(à — u)| 
Fu em sa + 


b(A)S 


4x sin? 


1 


87 (sin LE 


E.| (BED 


ea ET ap) —sin (ENEI-+ 1) (An) | + 


X | sin 
1 


an (sine — É. (O1 + ri 


ASIE u) co ; LNI+1 


Gp) sin PO (3 )|< 
sin? os TE au) 


EE  —— 
ARE RÉ o NO]+1)sin? ER 


X | sin 


et don 


{ CONS ES 


s 1 
la-u> DNOlET Er) 


220 RÉGULARITÉ COMPLÈTE. PROCESSUS À TEMPS DISCRET  [CH. V 


Finalement on a 
TT 
| [Imrt(i—u)|qu<-S 
À U HE Ge ° 
—f 
En réunissant les estimations obtenues on a 
14 
16 
| jrt(à—u)idu<s, 


— IH 


: : (5.6.10) 
ir Gp dus - 
TH 


Ni 


En revenant à l'estimation de A,;{À) on obtient à partir de 
(0.6.7) et (5.6.10) 


| A4 (A) IC (0) p (nr — 12/0141) EC (6)p (21m (1—0)1). (5.6.1) 
où 
COS M, 
La série >, 0 (2*) étant convergente, la dernière inégalité signifie 
que la série >, A, (À) et donc également la suite {o,r, (7; [2#n0] ; à)} 


convergent uniformément. Mais la suite des sommes tronquées de 
Fojér 0©,n, (7; [2*n6)] ; À) pour presque tous les À converge vers 


f (à) *) et par APE j (à) est une limite uniforme des polynô- 
mes O,x,(f ; [2*n8] ; À). 
Enfin, en pet la somme des inégalités (5.6.11) on trouve que 


E, (}<max |} (A) — 098, (f 3 [2/78] ; D I< 


“où 


LE D! p(2* in (1—0)]). 


k=0 


Le lemme 17 se trouve démontré. | 

Le théorème 8 est la conséquence immédiate du lemme 17. En 
effet, en considérant l'inégalité (5.6.5) et l'hypothèse du théorème 
sur la vitesse de décroissance de p (T) on peut affirmer que 


const : —h(r+$) ee 
E, DE a ES 2 2 =0{(n B). (5.6.12) 


En vertu des théorèmes inverses de la théorie des approxima- 
tions **), il découle des inégalités (5.6.12) que la fonction f (A) estr 
fois dérivable, et f(”? (4) satisfait à la condition de Hôlder d'ordre f. 


*) Voir, par exemple, [25], page 533. 
**) Voir, par exemple, le théorème de Bernstein [25], chap. VI. 
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Il ne nous reste qu'à démontrer que la fonction f (À) est positive 
(rappelons que P = 1!). Supposons que f (À) s’annule au point À. 
La fonction (À) satisfait à la condition de Hôlder d'ordre 
> 8 (If (M) — jf (2) | K CIM — 2 | de sorte que [FU I< 
&C1À— ho l”). Ainsi, l'ordre inférieur du zéro en À, est 


k (ko) = lim _InfQ] 
nn >> 0: 


ce qui se trouve en contradiction avec l’assertion de la page 209 selon 
laquelle Æ (5) — 0. Le théorème 8 est donc entièrement démontré. 

Éssayons de trouver maintenant les conditions pour lesquelles 
le coefficient de régularité décroît encore plus rapidement, plus exac- 
tement, décroît comme une exponentielle. 


Théorème 9. Pour que 


lim p{r)<e-6, où 0<8< , 


T— 00 


il faut et il suffit que la densité spectrale f (À) admeite un prolongement 
analytique dans la bande —0 << Im € << Ô des valeurs de la variable 
complexe & = À + ip. 

Démonstration. Supposons que la fonction f (4) soit 
analytique dans la bande mentionnée. Sur le segment —n LÀ <1n 
elle n’a qu’un nombre fini de zéros. Soit | P (z) {? un polynôme de 
degré k, dont tous les zéros coïncident avec les zéros réels de f (4). 
On a alors f (À) — | P (eÿà) |? w (À), où la fonction w (À) est stricte- 
ment positive sur l'axe réel et admet un prolongement analytique 
dans la même bande que f (4). [Il est facile de voir que ce prolonge- 
ment analytique, par exemple w (Ë), est borné dans toute bande de 
la forme —6 & Im & 6”, Ô < 6. 

Selon le théorème de Bernstein *) lim ÿ E; (w) E, (w) <e-5, mais 


alors conformément à l'inégalité (5.6.3) o " 
lim p(r; w)<et. 
Par conséquent on a également 
lim p(r: p<limÿ p(r—k: w)<e-ë. 
T T 
Inversement, supposons que limy/ p(t; fe On a alors 
T 


ot; f}eTËtA He (z))", où lime(t)=0, et en vertu du 


*#) Voir [1], page 235. 
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lemme 17 


CRE : M se LS 
Tim [E GI <tim | = D exp{—[r (1 —0)1 82-"} x 
RkR=0 


x (1 + e([r(1 —8)] 2) DS a FF e-t—0n6. 


Le nombre 6 est ici quelconque, il faut seulement que 0 < 6 <1 
et donc-lim [£, (f}]/" & e-6. Selon le théorème inverse de Bernstein 
la fonction f (À) a un prolongement analytique dans la bande —8 << 
<T Im & << 6 et est bornée dans une bande quelconque de la forme 
—0 < Imé << 6, 6’ << Ô. Le théorème est démontré. 

D'une manière analogue on peut démontrer les résultats suivants. 

Théorème 10. Pour que p (x) = O (e-") pour ô > 0 quel- 
conque il faut et il suffit que le prolongement analytique de f (à) soit 
une fonction entière de la variable complexe & = À + ip. 

Signalons encore le résultat suivant. 

Théorème 11. Pour que p (x) — 0 pour tous les T>k +1 
il faut et il suffit que fi({A) = | P (et) F, où P (2) est un polynôme 
de degré non supérieur à k. 

De toute évidence la condition est suffisante. Le fait qu'elle 


est nécessaire découle de l’inégalité 


T T 
|| ciaf (À) dA <e (6) (0) dà=0, 
—T —T 
sis | > 4 + 4. 

Remarque 1. On peut donner au théorème 8 une forme 
plus achevée si on permet à $ de prendre également La valeur 1 ; pour 
cela au lieu des théorèmes de Jackson et de Bernstein il faut se 
référer à un résultat plus exact, estimant la meilleure approximation 
en fonction du module de continuité *). Le théorème 8 s’énoncera 


alors comme suit : 
Théorème 8. Pour que p (rt) = O(x-"-À) pour un certain 
B,0< $ < 1, il faut et il suffit que f (À) admette la représentation 
{ Q) = | P (e*) Pw @), | 

w (À) étant strictement positive et admettant r dérivées, de plus unifor- 
mément en 1 On & 

max | &w0 (AH h) + aw0) (Ah) — 20 (À) | = O0 (6P). 

R<ô 


Remarque 2. Le lemme 17 a pour conséquence la proposi- 
tion forte utile suivante: 


Si D, p (2*) oo la densité spectrale f (à) est continue. 
k—0 


 *#) Voir [25], page 278. 


CHAPITRE VI 


RÉGULARITÉ COMPLÈTE, 
PROCESSUS À TEMPS CONTINU 


$ 1. Introduction 


Dans ce chapitre nous allons étudier les caractéristiques spectra- 
les des processus stationnaires complètement réguliers £ (f) à temps 
continu {, —0o <Z ! <Z oo. Conformément à ce qui a été exposé au 
$ 4 du chapitre IV, les résultats obtenus à ce sujet seront également 
valables pour les spectres gaussiens satisfaisant à la condition de 
mélange intense, Notons préalablement que les résultats concernant 
le comportement des densités spectrales f (À) des processus complète- 
ment réguliers à temps continu sur un intervalle quelconque fini 
de variation de À sont analogues aux résultats du chapitre V, démon- 
trés pour des processus à temps discret. Des difficultés spécifiques 
apparaissent seulement lorsqu'il s’agit du comportement de f (à) 
pour À — oo; malheureusement notre étude de cette question n'est 
pas très complète. Les théorèmes 5 et 6 (voir ci-dessous $$ 5, 6} 
permettent de se faire une idée des phénomènes apparaissant ici. 

Tout processus complètement régulier est (linéairement) régulier 
et en conformité des résultats exposés au $ 1 du chapitre [IV jouit. 
des propriétés suivantes : 

a) sa densité spectrale f (À) admet la représentation f — | g l?, 
où g est une fonction extérieure de la classe S#£* dans le demi-plan 
supérieur ; 


b) | MIO y oo, 


Il s'ensuit, compte tenu du théorème 2 du chapitre IT, que le 


coefficient de régularité op (t) (égal par définition à sup | Mio |, 
où 1; € À (—00, 0), n2 € H (0, co), M | n, À = M | n2 À = 1) peut 


s'écrire sous la forme analytique suivante 
p(r) =sup| , et (A) (A) f (A) dh |, (6.1.1) 


où le suprémum est je sur tous Les @, ÿ de la sphère unitaire £* (f} 
de l’espace Lt (f}) = — — GE. 3, (Tout comme dans le chapitre précédent, 
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les fonctions spectrales F, G, . . . que nous considérons ici sont abso- 
lument continues, donc au lieu de ZLt(F), L*{(G), [| -I», ( , .)es 
etc., nous écrirons respectivement L*(f), L*(g), H -{s, (€ , he 


où es — F,g—=(G, 

Il est clair que la grandeur p (t) ne changera pas si dans (6.4.1) 
on prend le suprémum non sur toute la sphère £* (f) mais seulement 
-ur un de ses ensembles denses, par exemple, sur G? N] E* (f), sur 


des fonctions du type >; ae" "5, 4; >> 0, etc. 
À partir de (6.1.1) on peut déduire une égalité analogue à (5.1.5): 


p (r)= sup] Î ein (À) f (A) dh|, (6.1.2) 


où le suprémum est pris sur tous les 6€ 1, [OP < 
Enfin, compte tenu de l'égalité L+* (f) — _ Gé? et en — 
dans (6.1.1) @, % par qi/g, Vi/g, p, 4 € S£*, on trouve 


p (1) = sup | Î eines (2) (0) É LD. a, (6.4.3) 


Pi» Vi 


OÙ P:, Ÿ, parcourent maintenant la sphère unitaire 427. Cette égalité 
est analogue à la formule (5.1.6). On déduit de (6.1.3) (comparer avec 
la déduction de (5.1.7) à partir de (5.1.6)) 


. n 3. iAT g (À) cpl 
ptn=snp| | 84) e Ed), 0€ SE, (6.1.4) 


CID 


Considérant ensuite l'intégrale dans le second membre de cette 
dernière égalité comme une fonctionnelle Z (0) dans Z!, on arrive 
tout comme au $ : du chapitre V à l'égalité 


p(n=int|#Æ ét A|, 
À £ 


où l’infimum est pris sur tous les À € &£” dans le demi-plan supé- 
rieur. En partant de cette égalité, on peut, en suivant le chemin tracé 
au $ 2 du chapitre V, presque arriver au but; les difficultés ne 
permettant pas d'obtenir un résultat aussi définitif qu'est le théorème 
3 du chapitre V n'apparaissent qu'à la fin de la démonstration, 
lorsqu’au lieu des polynômes P (voir page 179) on verra apparaître 
des fonctions entières de degré fini et il sera alors nécessaire de démon- 
trer leur indépendance de e. Nous nous bornerons au résultat sui- 
vant qui, tout comme le théorème 1 du chapitre V, a pour but de 
donner certaines notions préliminaires sur les densités spectrales 
des processus complètement réguliers. 
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Théorème 1. Supposons que la densité spectrale f (à) d’un 
processus stationnaire E (t) est de la forme 


j Q) = 1 E (À) Pw (), (6.1.5) 
où T' (À) est une fonction entière de carré sommable de degré fini, et la 
fonction w pour tous les & => 0 admet la représentation 


w = exp £r, +é, +5}, (6.1.6) 
où r, est une fonction réelle bornée uniformément continue sur l'inter- 
valle (— co, co), {, une fonction réelle telle que || 1,17 Se et 5 
une ne conjuguée (harmonique) de s., |1s.||” < e. Dans ce cas 
le processus E (£) est complètement régulier. 


Précisons tout d’abord ce que nous entendons par fonction conju- 
guée d'une fonction bornée. HAASROE par W* la classe des fonctions 


mesuräbles a (À) telles que PEU E L£?(—o0, ©). En particu- 
lier, £° E W2. On peut écrire 


a (À) = (À — be | a (u) eau du, 


où œ(u) est la transformée le Fourier de la fonction e@ € L?. 
La fonction conjuguée de a est définie par l'égalité 


OQ 


_e À | | 
= (À — i) —— }é si ein .1.7 
a (h} — (À —i) 7 j su sign u-ethu du (6.1.7) 


{pour plus de détail voir [1], page 171). (6.1.7) nous autorise à 

écrire 

e a (à) RPETTT 

[HS de EC HN IE. Hale. (6.18) 
Au cours de la démonstration du théorème 1 et dans la suite nous 

rencontrerons des fonctions non négatives f, pouvant être non som- 

mables, mais pour lesquelles p (r) défini par l'égalité (6.1.1) tend 

néanmoins vers zéro. Nous aurons donc besoin de définir une classe 

de fonctions que nous aprellerons complètement régulières. 


Définition. Une fonction mesurable non négative f (à) est 
dite complètement régulière si 


2) pr) =sup] À og ()B (ef () di] —— 0, 
o, Ÿ 4. T—00 


le suprémum étant pris Sur tous les œ, LES, pl: —flb|; = 1. 
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Toute fonction sommable complètement régulière se trouve 
être la densité spectrale d'un processus complètement régulier, et 
inversement, la densité spectrale d'un processus complètement 
régulier est une fonction complètement régulière. 

En vertu de la condition {) toute fonction complètement régu- 
lière est factorisable : f (À) — | g (À) |?, où 


Loft Q 1+he MfQ 
sa=ep{sr | RE Î—z IFR - d} 


est une fonction extérieure dans le demi-plan supérieur. On en déduit 
immédiatement (voir page 51) *), que la fermeture de L* (f) dans 
L (f) de l’ensemble 2fNL (f) est égale à + SE. 

En revenant au théorème 1, montrons tout d’abord que la fonc- 
tion w, représentable par (6.1.6), est complètement régulière. Une 
fonction bornée uniformément continue e”2 peut être approchée aussi 
bien que l’on veut par des fonctions entières bornées de degré fini 
{voir [25]). Soit Q- une fonction entière bornée de degré non supérieur 
à T telle que 


ee=Qr(1+0),  [01<e. 
On a alors | 
1 (À) = Qre?e Ÿe (4 LL), 181 <7e. 
Posons we, = |Qr | Lee À |. Si & est suffisamment petit, pour tous 


les pEL(w) on a 
1 
|| Po, SUP 210 los 


lune 


En vertu. de (6.1.8) on a € LT, de sorte que L* (w) =L'(e%) = 


Ve 
1 +22 
=" de, où la fonction extérieure y (2) est donnée par l'égalité 


“ 26%, De toute évidence on a. y = êxp {+ (ei) } 
Si op, pEL'(w), on à p—quiy, b—vbi/r, où qu VE SE. 
De plus, pour t > T'on a etOr € a”, donc par exemple eiMtpiQr € FE?. 


*) Voici la démonstration. La fonction w* — max (1, w) est factorisable: 
wt == | gt |[?, où g*est une fonction extérieure. Si est une fonction extérieure 
de ge, 4. € C2 et q/g* € L (w}), de sorte que €? (| L(w) n’est pas vide. 
Comme œg est une fonction extérieure de &?, d'après le théorème de Lax (voir 
$ 1, chap. IT) gpét? et par conséquent gd? contient un ensemble dense dans &€2. 


Donc, Tr RC L+(w). Inversement, si + € L+(w), alors la fontion wg, qui 
est la borne des fonctions p,g, p, € #2, p,g € &6? dans £?, est de ce fait égale- 
ment une fonction de #€?, c'est-à-dire que l’on a Z+ (w) Ce SES. 
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Par conséquent, pour tous les t > 7 et , LE L*{(w) 


O0 


| @A) PGA) O7 (A) ee eg — | [qe (A) éQr (A1 De (A) 40, 


— C0 


Ainsi pour tous les tT > 7 


US | | p (à) (À) fav (À) dA < 


<sup Dip@lv@) lee (A) [di 28e. 


— CO 


L'assertion du théorème découle du lemme suivant qui est 
l’analogue du théorème 2 du chapitre V. | 


Lemme 1. Si w est une fonction complètement régulière, V une 
fonction entière bornée de degré fini <T, et f—]|T/{w, la fonction 
j est également complètement régulière, avec 


pit; f}<ep(T—27; w). (6.1.9) 
En effet PL € £? et pour T>7T les deux fonctions sont tel- 


les que eixtT, eniT € ET *). Donc, si , Ÿ appartiennent à la sphère 
unitaire de Z*(f), e TT, el appartiennent. à la sphère unitaire 
de l’espace L*(w) et par conséquent 
p(rs D=sup| | RE di (RIT GDF ar) = 

LA 


_ sup | | [peiTT] [peiaTT] eiité-27)ap d'A < p(r—2T ; w), 
®, 2 0, 


Le lemme et le théorème 1 se trouvent ainsi démontrés. 


Corollaire. Si la densité spectrale est de la forme f (X) — 
== | D (A) |? w (à), où Test une fonction entière de carré sommable de 
degré  T et la fonction w est bornée supérieurement et inférieurement 
(O m < w << M << oo) et uniformément continue sur (—o, æ), 
le processus Ë (t) est complètement régulier, avec 


P (DST r-2r (6). (6.1.10) 


Par À, (h) on désigne ici et ci-dessous la meilleure approximation 
de la fonction À par des fonctions entières de degré fini < ©. 


*) Rappelons que T (z) — T G). 
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En effet, on a w — el% et d’après les conditions du corollaire 
la fonction In w est bornée et uniformément continue. L'inégalité 
(6.1.10) s'obtient facilement par des raisonnements ayant servi à la 
démonstration du théorème f. 


$ 2. Etude de Ia fonction spéciale Y (T; lu) 


Dans ce paragraphe et les deux suivants nous allons généraliser 
au cas continu les résultats des & 3, 4 du chapitre V. Nous commen- 
cerons Comme auparavant par l'étude du comportement de l’inté- 
grale de Fejér 


wo sin? D 
Tin | ei Gi +) 2 (6.2.1) 


— on 


pour To. f(À) est ici la densité spectrale d'un processus 
complètement régulier & ({). Dans ce qui suit la fonction y(7; u) 
joucra le même rôle que la fonction y(W ; u) du chapitre V. 
Notons que 
T 


y: u=M | À e-intt (1) dt|”. (6.2.2) 
0 


Pour Ia démonstration nous nous servons de la représentation 
spectrale du processus 


E@= | ein (a, 
où D (dÀ) est la mesure orthogonale aléatoire (M | D (dà)  — f (A) dà). 
On a 
ei A-WT_ 


M| ein E (4) dt| M Î a DM | = 
0 ESS | 


9 mA 
sw sin2T 5 sin 
= | = {0 = | —f(h+u) da. (6.2.3) 


_:Lemme 2. Si la densité spectrale du processus aléatoire & (t) 
est f(À) pour Too, la grandeur 


T oo FT 
|| sol | D f (A) dA 
D 


—œ 
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ou bien tend vers LES ou bien est bornée. Pour qu'elle soit bornée 


il faut et il suffit que (4 1) ÿ (1) dh < oo. 

La démonstration de ce lemme et des deux suivants ressemble 
beaucoup à celle des assertions analogues des lemmes 4 à 6 du cha- 
pitre V. Nous ne donnerons donc que la démonstration détaillée 
du lemme 4. 


Lemme 3. Pour tout up et T —+ co, la fonction y (T) tend vers 
l'infini ou est bornée. Pour qu’elle soit bornée il faut et il suffit que 


O0 


fQ 
J ÿEey) Do LE 


— 


Lemme 4. Soit0<a< 0. Pour T— co oubien inf y(T;u)— 
| 4 IKa 


—+ 00, ou bien il existe un point 8 E[ —a, al tel que j es D Se dÀ << 00 


La démonstration ressemble beaucoup à celle du cas discret (lerm- 
me 6, chapitre V). Notamment, l'égalité U"E (+) — E (& + v) définit 
dans l'espace hilbertien Æ (—c, co) un groupe d'opérateurs uni- 
taires {U"}. Si 

lim inf y(T; u) <{ co, 


T = 00 [ul<a 


des raisonnements analogues à ceux de la démonstration du lemme 
6 du chapitre V permettent de définir la suite des éléments 
Tr 
En EH (— 00, 0), La | e7aUtE (0) de, 
0 


faiblement convergeant vers un certain élément © € Æ (—00, œ). 
La suite numérique 04, converge dans ce cas vers un certain nombre 


6 € [—a, al. Par conséquent, lime FE, —e-ñêft: ici lim dési- 
t î 


() 1 
gne une convergence faible, et t& un nombre réel arbitraire. 
D'après le théorème de Riemann-Lebesgue 


[sl 00 


B()=ME(+S)E = (E (+5), E()= | er (2) dà —0. 


Donc pour tous les k€ H(— 00, æ) 


lim (£ (s), h) —0, lim E(s}—0 


(Ps 00 
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et par conséquent 
G—e-iOm"E = Jim (En —e Pa Ur) = 
(D) 


T TR FT T 
= lim | e Rte (1) dt + | e RE (4) dt) = eifi (t) dt. (6.2.4) 
SES | À 0 
k 


Construisons un processus stationnaire n(f)=e-fiUtt. En vertu 
de (6.2,4) on a 
t+T 


nm (+ D = eV (Eee) — | e-106E (s) ds. (6.2.5) 
l 


La dernière égalité signifie que le processus n(f) est dérivable en 
moyenne quadratique et que 


n(E)= —e 0€ (6). (6.2.6) 


‘Désignons par f;(à), f& (À) les densités spectrales des processus 
n (), 6(0. De (6.2.6) on déduit la relation suivante entre f; et fn: 
a fn (À) = fe (À +06). 
Par conséquent 
CO À Où 
| TE — Î În (À) ZX << 00. 


— C0 


Inversement, si | a en dA <[ oo, d'après le lemme 3 on a 


lim y(T ; 6) < co. Le lemme 4 se trouve donc démontré. 
T>00 
Lemme 5. Supposons le processus 6 (4) complètement régu- 


lier, Il existe une fonction entière de carré intégrable de degré 
fini V'() telle que 


CITOE ns 

| 7 AS en 

La démonstration répète textuellement la première partie de la 

démonstration du lemme 7 du chapitre V, mais ici il y a lieu d'utili- 

ser le fait que les processus à temps continu ne se prêtent pas à l’in- 
terpolation *). 


Lemme 6. Supposons le processus & (t) complètement régulier. 
Pour a quelconque, 0 << a << oo, la densité spectrale f (À) du processus 


*) Voir, par exemple, [22], page 188. 
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E (4) peut s'écrire comme suil: 
f Q) = w (à) | P, Q) P, (6.2.8) 


où P, (à) est un polynôme algébrique dont les racines (situées à l'inté- 
rieur de l'intervalle |—a, al) sont réelles et w (N) est douée de la propriété 


sine 7' on) 


lim inf | w (à) 
Tina %, 

Démonstration. Désignons par & l’ensemble de tous 
les polynômes Q (À) à racines à l'intérieur de [—a, al tels que 


& 


| Q (à) |? 
| id < 00. 
D'après le lemme précédent l'ensemble & n’est pas vide. (Pour 
Q (à) on peut prendre un polynôme dont les racines coïncident avec 
celles de L (4) se trouvant sur [—a, al.) Soit Q, (à) celui des polynô- 
mes Q (à) € dont le degré est le moindre et le coefficient du terme 
de degré supérieur est égal à 4. Parmi les polynômes P (4) à racines 


à l'intérieur de [—a, al et tels que | OL <T oo, il existe 


a & 


un, 2, (à), de degré maximal (fini). En effet. il découle de l'inégalité 
;\° | Q4 (À) À f (à) 
B) <j nn | rares 


(la ef Mar] 


que tous les polynômes 2 (À) sont des diviseurs du polynôme Q, (à). 
Posons maintenant f (4) = | P, (à) f’w (à). On a 


(ee) 


| w(Hdi< ce, 


— 09 


d’où on conclut que w (à) est la densité spectrale d’un processus 
stationnaire. Les raisonnements ultérieurs coïncident avec ceux qui 
ont été utilisés lors de la démonstration du lemme 7 du chapitre V 
et nous les omettrons. Le lemme est démontré. 


Lemme 7. Supposons le processus E (t) complètement régulier. 
Aux points un, où lim y (T ; ) = oc, la fonction y (T ; 1) peut s'écrire 
7 


comme y(T;u) = Th(T;u), où hk(T;u) est une fonction lentement 
variable de T, c'est-à-dire que pour tôus lesx > Üona 


de LIT 


T—00 
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—__—_— 


La démonstration ressemble beaucoup à celle des assertions analo- 
gues du chapitre V (lemmes 8 à 10) donc nous pouvons omettre cer- 
tains détails. Il faut montrer que pour tous les x = 0 


lim SU =? (6.2.10} 
(ici et ci-dessous pour abréger l'écriture nous omettons l'argument 
u). Tout comme dans le chapitre V nous commencerons par le cas 
de x entier, puis nous établirons certaines propriétés de la fonction 
y (T}, enfin nous démontrerons (6.2.10} pour x quelconque. 

4. x est un nombre entier, x—k. Ecrivons y (#T) comme suit, 


VAT) =Miz+yi+... +2 + y, 


où 
ÎT+G-10r 
2j = ete (t) dt, j—1,k, 
(—1)T4(3—1)r 
iT+5r | 
Yj = er thiE (t) dt, j=1, k—1, 
3T+G-1)r 
RTHR—1) r 
pu — | ein (dr, 
RT 
et r —r(T) est choisi de telle sorte que r (7) — oo mais 
L'00 
A0) —> 0, max ACANRN . 


VIT) rc igscr Ÿ () T0 
Il est facile de voir que 


M}z;F=v(0); Minf=v(r), j<k—1; 
MiyaF=v(&—1)r). 
D'où, en reprenant les raisonnements de la page 189 on conclut que 


v GT) = ky(T) (1 + 0 (ko er) +E ( vtr) A 


v (7) 
HE (CE) 0) ) = 47 (D A +0 (0). 
Le cas de x entier est donc étudié. 
90 Fu = 
+) Comme y (7)— { nf (Au) dh < T2 | (A) dk, on peut poser 


r— In y (T7) car alors 


y (sr) < k21n2 y (T) À f (A) dA. 
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2. x est rationnel, x —p/q. On a 


| PL Ci A ar A ce 


MUR TC RS 


3. x est quelconque. Comme à la page 189 on trouve 
In k (T) = o (In ?) 
et par conséquent pour tous lese > Oona 
lim 7°h (1) = co, lim Th (T) = 0. (6.2.11} 
T ï 


À partir des égalités (6.2.11) et en raisonnant comme à la page 191 
on peut montrer facilement que les fonctions 4, (x), Ÿ2 (x), définies 
par les relations 


y: Y (Ta) TR Va) 


sont continues. Donc pour des x rationnels on à 44 (x) — Vs (x) = x 
et pour tous les x réels 


lim 
T' 
Le lemme est démontré. 


Lemme 8.SiVa(T)}— inf y(7 ; u) — © la relation 
Imt<a T— 00 


lim #02 14 (6.2.12} 
T 


est vérifiée unijormément pour tous les p el x tels que jp | <a, 
OL r LT << T1 << ©. | 

La démonstration répète mot à mot celle du lemme 10 du cha- 
pitre V. 


$ 3. Démonstration du théorème fondamental 
sur les conditions nécessaires 


Dans ce paragraphe nous allons démontrer le théorème 2 ana- 
logue au théorème 5 du chapitre V. 


Théorème 2. Soit £(t) un processus complètement régulier 
de densité spectrale f (À). Quel que soit le nombre a, 0 < a < ©, la 
fonction f (À) peut s’écrire comme suit : 


fQ) = 1 PQ) Fu À), 
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où P, (à) est un polynôme algébrique à racines sur |[—a, al, et la pri- 
mitive W, (à) de la fonction w, (À) satisfait à la condition 


5 [Wa QE +Wa QG —5 —2Wa Q)] (6.3. 
QE Er do = a 0 

Cette condition est analogue à la condition (5.3.2) ; elle impose 
à la régularité et à l’ordre des zéros de la densité spectrale f (à) 
les mêmes restrictions que la condition (5.3.2) au cas discret. En effet, 


par des raisonnements analogues à ceux de la page 209, on déduit 
de (6.3.1): 


Corollaire Î. La densité spectrale d'un processus complète- 
ment régulier n'a pas de discontinuilés de première espèce. 


Quelques raisonnements supplémentaires seront nécessaires pour 
démontrer le 


Corollaire 2. L'ordre inférieur d'un zéro quelconque Ào 
de la densité spectrale f (À) d’un processus complètement régulier est 
obligatoirement soit égal à zéro, soit à un nombre entier pair. Par consé- 


quent, l’ordre réel d’un zéro quelconque de f (à) ne peut être qu’un nombre 
entier el pair. 


Corollaire 3 Pour lse=0ona 

lim f(A)|A— [= 0 

ho 
Nous commençons par démontrer l'assertion suivante : 
Sous la condition (6.3.1), toutes les fonctions 


| 16 
(a) =h (a) = | Wa (à +) dÀ 
0 


sont lentement variables pour x —0, avec lim IS. == À uniformé- 
R>0 
ment pour tous les UE[—a, a] et zE[s, ST, 0 Ls<S< 00. 
En effet, si z est un entier, (6.3.1) nous autorise à écrire 


re = Î pour tous les z rationnels. La der- 
nière partie de la démonstration coïncide avec la fin de la démons- 
tration des lemmes 7 et 8; de plus il y a lieu d'utiliser l'inégalité 
évidente suivante: pour € <T {/q 


Par conséquent, lim 


Ex x/q | 
Lu A+ di | we (A+ u) da. 
0 


0 
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Montrons maintenant que l’ordre inférieur (k (ho)) d’un zéro 


quelconque Ào de la fonction w, (à) est d'après le théorème 2 égal 
à zéro. Si k# (ko) >> & => O0 au voisinage du point Ào, on a w, (À) 


<T |A — re et par conséquent 


x 


{ à ï 
ag (0) == | a (AH ho) de << al? 
(0 


mais C’est impossible car la fonction À (x) est lentement variable 
et pour tous les & >> O0 on a Lim k (x) x-® — oo. 


Le corollaire 2 est démontré. D'une manière analogue on démon- 
tre le corollaire 3. 

Passons maintenant à la démonstration du théorème 2. 
Elle part des idées analogues à celles du théorème 5 du chapitre V. 
Tout comme le résultat mentionné, le théorème 2 est une proposition 
du type taubérien, c'est-à-dire que l’on parle du comportement 
local de W, (À) en se basant sur les propriétés de la fonction 
DO ui À — pa 
sin2T 5 


Vins) = Wa Q). 


Préalablement, utilisant le lemme 6 et le lemme 9 qui suit débar- 
rassons-nous des zéros de f (à). 


Lemme 9. Si f (À) est la densité spectrale d'un processus com- 
plètement régulier € (t), tous les pôles et les zéros de la fonction ration- 
nelle R (à) — Te sont réels, et la fonction w est telle que w = |R ff € 


€ L\(—o, æ), alors w (À) est également la densité spectrale d'un 
processus stationnaire n (ft), de plus 


p (tr; w) <p(r; f). 


Démonstration. Si les fonctions @, d appartiennent à 


la sphère unitaire de l’espace L* (w), ®/R, #/R se trouvent dans 
la sphère unitaire de L* (f). Donc 


pr; w)=sup| | @ (9) ( eïtw (A) di] = 


, 


PAIE LEUR" 
sup 20 RO ag 0) ]<p(r; D. 


D'une manière analogue au $ 4 du chapitre V nous allons supposer 
{d'ici à la fin de la démonstration du lemme 12) que j (4) est la 
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densité spectrale d’une suite complètement régulière telle que 
lim inf (y(T ; u) = oo. 
T |nl<a 

Lemme {0. Soit a (x) une fonction paire à dérivée troisième 
bornée, s'annulant à l'extérieur de l'intervalle [—1, 1}. Dans ce cas 
pour T' —+ oo on a uniformément en |u|<a 

ne D 
1 D. 
7 | 5 f + pa (TD = 


— 00 


1 sin? À 

1 D . 

ue À + a (A) dhh(T)(1+0(1), (6.3.2) 
o (+) 

où pour simplifier l'écriture, on a-désigné h (T ; a) par k (T). 

La démonstration répète en fait celle du lemme 12 du chapitre V. 
Introduisons la transformée de Fourier À (z) de la fonction a (à), 
et pour & >> O0 donné définissons les nombres s, à et l'ensemble Z 
tout comme à la page 194. Ecrivons le premier membre de (6.3.2): 


1 ré 
7 re (241) R(T (2--1) — 2h (T2)] À (2) da + 
+ DR G+O)—RIT (8 0) A (2) da+ 
116 
1—8 
+ | 21R(T (24 1))—R(T (z2—1))— 2h (Ta)] À (2) dz + 
6 
1-6 
+ À (AT (4) +R Te — 2) À (0) de ER (1) |. 
Ô 


où |R(T)|<eh(T). 
D'où et du lemme 8, on déduit que pour T — « on a unifor- 
mément en [u|<a 
TR 


+ | ia+wernas 


— © 


4 

= LT (42 4 (0) de (A +0 (0) = 
sin? — 

2 


1 
= | 
1 


a(à) dk ({+o(1)). (6.3.3) 


Le lemrue est démontré. 
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Lemme 11. Soit a (À) une fonction dérivable trois fois, à dérivée 
troisième bornée, Ss'annulant à l'extérieur de he ES RE 1 à 
Pour T — oo on a alors uniformément en |u | < 

SATA | 
1 Sin 5 ., 
+ | i@+Hal)di=o(m(T), (6.3.4) 
où comme précédemment h (T) — h {(T;: u). 

La démonstration de ce lemme est même un peu plus simple que 
dans le cas discret (lemme 13 du chapitre V}). En désignant de nouveau 
par À (2) la transformée de Fourier de la fonction a (À), nous pouvons 
écrire l'intégrale à estimer comme suit : 


LR 
oo 2 
1 sin 


| A(G)ds Î = sin Phaf (+ u) dà + R(T), 


h(T), et B est l’ensemble {z: 6 <z<1—à 
1 + Il est facile de voir que l’on a 


2 
IE) fenaft 
Comme 7 © ; 


sin T'Àz— _. (eiTaz _ g-iThe), 
pour tous les z tels que Tz > T +T;, les produits de exp {iTAz}, 


sin? — 
exp{—iThz} par —— s'écriront comme suit 
eiTokç@p} (À), e-Togz (À) : 


où œ(A), z (À) appartiennent aux espaces SL} respectivement 
des demi-plans supérieur et inférieur. Vu la régularité complète *)} 


on a 
œ etn2 LÀ 
1 ns | 
+ | | À (z) dz À TE sin T'Àzf (À Lu) d.|= 
BN{Tz>T+ To} eo 
_ Fr | A (z) dz À LeiTokp} (À) + e—iTokpz (À)] x 
BN{Tz> T+To} Er 


x FR +p)dà|<p (To) j [A (a) dr | (es IH 


F19: DD u)dgen(T) (6.3.5) 
si seulement 7, est suffisamment grand. 


*) Tout comme ÿ (À), pour LU quelconque f (u + À) — = fu (A) est également 
la densité spectrale d’un processus complètement régulier de même coefficient 
de régularité. 


= 
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Il nous reste à examiner le comportement de l'intégrale étudiée 
dans le domaine {6 << z<< 1—6}. Faisons certaines transformations 
dans l’expression sous le signe somme dans (6.3.5). On a 


sin? — . : 
_. eiThz = + eiTie | ei dr | re 
0 0 
; T T{1—2) 
= | ei dr e—ità dr — 
À 
À 
1 Fz T(1— 2) 
= || et dr À ein dx + | | pa a | + 
T T(1—2) 
“ | ein dt | ei a] (6.3.6) 
T(1—2) 0 
(rappelons que maintenant Ô <°3<[ 1—6). D'une manière analogue 
sin? de ; T Tz 
0 0 
T(1-2) ; th T(-2) 
+ | ei ar| + | ed | and]. (6.8.7) 
û T(1—2) () 
Eu retranchant (6.3.7) de (6.3.6) on obtient finalement 
sin? — | 
e sin TAz [Dh ; 2) —Dif— À; 2) HI (À ; 2) +B,(— À; z)}, 
où 


T | T2 
D, (à : ” | eixt dx | et dr, 
0 


[= 


T(i —2) 
1 eint dT | e eiÀt dt. 
‘0 


4 
d 2) 


Do (À ; Z)= —- 


Cherchons à estimer les intégrales _ À Di(+A;z2)x 
Xf{A+mu)dA, i—1,2. Les calculs sont ici même un peu plus 
simples que dans le cas discret. 


1. Estimation do + À Dih: 2) f (RU) dà 


— 20 
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Ecrivons Di(À; z) comme la somme ik; 2) +Da(À; z), où 


T(A—-24LVT T( —2) 


Du (ts D=+ Et dx À entr, 
TA —2) Ô 
T Ti —2) 
Di (À ; 2) = + | et dt Î eint dr. 
TA-2)+VT 0 
Il est évident que 
ne VT sin C2? 
La fonction D (À; z) peut s’écrire 
Dia; 2) = eih Vi (à) pi (à), (6.3.9) 


sin (72 V7) À 
À 


[gi Q)I= 


sin T (1 —z) La 


Puis, en utilisant la propriété (6.2.12) des fonctions (7), l'éga- 
lité (6.3.8) et l'inégalité de Schwartz on obtient l'estimation 


_ | | Das (À ; 2)|fA+U) AS 


— 00 


at pi, pr EPS. 


LT ER (VTT) LR (TNT = 0o(R(T)), (6.3.10) 


qui ne dépend pas de z, Ô<2< 1 — 6. 
La condition de régularité complète, compte tenu de (6.3.9), 
donne 


C0 


[| DG: 2ra+wal< 


<p (VTT) [4 (Ts VT)h(T (A—z2)] "7%. (6.3.11) 
D'après le lemme 7 on a 


R(T(A—2)) 


nm 1 


lim 


Tco T—+00 
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uniformément en 2, Ô << z< 1— 0, de sorte que, uniformément en pu 
et z, Ô&z<1—0, on obtient 


O0 


| Det: A +u alor). (6.312 


— © 


Les estimations (6.3.10), (6.3.12) permettent d'affirmer que 
uniformément en [L|< a, z, 0&z<1—6, on a 


+ | DR: 2 (A+) do (R (D). (6.3.13) 


— C9 


2. Fstimation de + | (à: z)f(k Hu) dA. 


Ecrivons ®, aussi comme la somme 
D (À ; 3) = Dos (À; z)E Da (À ; 2}, 


où maintenant 


T2) VT T(i—2) 
Do: (À ; 2) = eiAt dt | eÀt dr, 
T(1—2) 0 (6.3.14) 
T T(4 2) 
Dig | era | end e Vigi (pi Q), 
TU—2)+VT D 


et qi, W € SE? dans le demi-plan supérieur. A partir de (6.3.14) 
on obtient tout comme (6.3.10) et (6.3.12) 


L { [Du (à; z)|fG+u) A< 


LTÉE RVT)haTA—2))l F=o(hk(T), (6.3.15) 


| | Do (4; 2) FA +) da | < 


<p(VT)(k(Tz—VT)h(T(1—2))l=0o(k(T)), (6.3.16) 
de sorte que, uniformément en [ui<a, 2, 0ÔSz<1—56, on à 


+ | D,(à; z)f( Hu) dà=o(k(T)). SE 
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De même uniformément en Lu et z on a 


+ À Dit; 2) f (A+) dà 0 ( (D). 
Fa (6.3.18) 
+ | Dh: 91 + md 0e (D) 


Ces estimations s’obtiennent tout comme (6.3.13), (6.3.17), seule- 
ment dans les formules (6.3.9), (6.3.14) les développements sont 
du type e VT@" (A)# (À), où maintenant 7, w €Ed£? dans le 
demi-plan inférieur. 

En réunissant les estimations obtenues, on trouve finalement 
que, uniformément en |u|<a on a 


! æ sin? 22 
| 514) a (72) dh= o(R(T)). 


Le lemme est démontré. 


Lemme 12. Soit a(x) une fonction à variation bornée s'annu- 


lant à l'extérieur de l'intervalle | —1,1Â]. Pour To on a. 
uniformément en [u|<a 
Fu 


| Gt pa (Tr) = 


7: 


g——8 


h(T) 1 sin? + | 
= € | ad (+0 (4). (6.3.19) 
(5) 
La démonstration est complètement analogue à celle du 
lemme 14 du chapitre V. 
Soit f(A) la densité spectrale d'un processus complètement 


régulier. D’après le lemme 6 on peut écrire f(À) sous la forme 
wa (A) Pa (A), où 


| Wa (X) 4h < co, et lim inf y(T: U: w)= 00. 
T 


[u<a 


En vertu du lemme 9, w, (À) est la densité spectrale d'un proces- 
sus complètement régulier. Puis en utilisant le lemme 12 on 
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obtient (voir page 204): 


1/T 0 

1 1 ; 

7 ut | wep) di 
0 <1T i 


1/T 

Â 

—o(+ \ wa (A+) 42), (6.3.20) 
— {JT 

uniformément en | u | < a, ce qui est équivalent à (6.3.1). Ce résul- 

tat achève la démonstration du théorème 2. 


$ 4. Comportement de la densité spectrale 
_ sur toute la droite 


Le théorème que nous venons de démontrer ne donne aucuns ren- 
seignements sur le comportement de la densité spectrale f (4) d’un 
processus complètement régulier pour À —+ 0. Îl est intuitivement 
clair que j (À) ne peut par exemple décroître trop rapidement. Un 
processus complètement régulier étant linéairement régulier, on a 


| | 

[ LP an < 00 (6.4.1) 

* D'un autre côté, c’est en fait la seule limitation imposée à la vitesse 

de décroissance de f Q) pour À —+ oo. En effet, si l'(À) est une fonc- 

tion entière de carré intégrable de degré fini, le processus E (£) 

de densité spectrale f (À) — | I (À) |? est complètement régulier (ce 
qui découle du théorème 1). 

Cependant, si on arrive à décomposer f (à) en facteurs dont un est 
T' (À) du type mentionné ci-dessus et l'autre, f (À) (T' (4))7! — w (à), 
est pour des À grands supérieurement et inferieurement borné (m < 
< w M), on peut tirer certaines conclusions sur le comportement 
de w (A) à l'infini (plus exactement, sur le comportement uniforme 
de & (À) sur toute la droite). 

Pour la formulation exacte du résultat il y a lieu d'introduire 
une classe spéciale de fonctions entières que nous définissons ci- 
dessous. 

Dans la théorie des fonctions entières, un rôle important revient 
à la classe À des fonctions entières de degré fini F (2); z = À + il, 
dont les zéros z; satisfont à l'inégalité : 


DlIm1/z;|< oo. (6.4.2) 


Nous aurons besoin des fonctions entières dont les zéros satisfont 
à une condition plus rigoureuse que (6.4.2). 
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Désignons par A* la classe des fonctions entières T (z), z — À + iu, 
de degré fini, dont les zéros z; ASUS à l'inégalité 


sup 
— 00 << 00 


(6.4.3) 


La sommation s'étend à tous zéros non réels z; de la fonction T'. 


Théorème 3. Supposons que la densité spectrale JG) d'un 
processus stationnaire complètement régulier E (t) puisse s'écrire comme 


fQ) = TG) Fw Q), 


où I est une fonction entière de carré sommable de la classe A* et la 
fonction w satisfait aux inégalités 


0<m< inf w Q) < sup w QG) KM < 0. 


La primitive W (À) de la fonction w (À) satisfait alors à la condition 


[WG+i)+W (à—t)—2W Q)| 
HO SE die WUHO-WEAT oo 0 (644 

Le schéma deladémonstrationestle suivant. On montre 
d’abord qu’une fonction complètement régulière divisée par une 
fonction de la classe A* reste complètement régulière (pour la 
terminologie voir $ 1). Puis par les méthodes du $ 3 on étudie la 
fonction complètement régulière w, pour laquelle on a de toute 
évidence inf y (T' ; u ; w) > 00. 


Notons que sans — la généralité on peut considérer que 
tous les zéros de la fonction l' se trouvent dans le demi-plan inférieur 
fermé. En effet, | L' |? est, sur la droite réelle, la valeur d’une fonc- 
tion entière non négative de la classe À, or d’après le théorème de 
Achieser *) une telle fonction peut s’écrire comme | (À) |”, où 
(2) est une fonction entière de la classe À à racines dans le demi- 
plan inférieur. On peut facilement voir que ® € A* et en cas de besoin 
on peut remplacer l' par @ sans que la densité spectrale f change. 
Il est également évident que la fonction F (2) est extérieure dans le 
demi-plan supérieur. 


Posons _. l'{z) — T'(z) et introduisons la fonction méro- 


G) 


D Ecrivons la fonction TV (z) comme un produit 


infini, soit 


T'{)=zPer tb 1— = ei; 
QI J 
j 


anne 


*) Voir [16], page 567. 
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On déduit de la condition (6.4.3) que 
x()=0e#TI (1—=) (4—<)7, (6.4.5) 


2j 
j J 
où B est un nombre réel, et | & | = 1. 
IniT| 
14 € 
€ £'. La fonction méromorphe x (z) est alors analytique dans une cer- 
taine bande | Im z | < 6, 8 >> 0, et est bornée dans une bande quelcon- 


que |Imz|< 0 <ô. 

Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut 
poser &« — À, $ — 0. Soit z; — à; + if, en vertu de (6.4.3) on a 

lb; l | 
su — su CO, 
. 2 (A —a;)2 +; se 2: À—3; " 

æt par conséquent Ô = inf | f; | => 0, où l’infimum est pris sur tous 
les zéros non réels z; (si tous les zéros de T° (z) sont réels on doit poser 
par définition Ô — co). 

Que la fonction y (z) est analytique dans la bande | Im z | < 6 


est évident. Supposant 6” <C Ô montrons que | x (z) | est bornée 
dans | Im (z) [<< 6’. Vu (6.4.3), dans la bande mentionnée on a 


. 4)Bju | | 
Ux () F<Il (1+ a+ En) < 


Lemme 13. Soit l'(z}E€ A* une fonction entière avec 


Im 


| Ba 
SIUDE E 


exp {26 (1—+) sup 2 en ten D — Mr < 00, 


Lemme 14. Dans les conditions du théorème 3 la fonction w (à) 
est complètement régulière. 
Démonstration. Du lemme 13 et des théorèmes sur 


l'approximation des fonctions analytiques bornées *) il découle 
qu'il existe des fonctions entières D, (à) de degré fini < 6 telles que 


Nx—D | =0(e-%), 8 <8. 
Pour des © grands, toutes les fonctions ®,; sont uniformément bor- 
nées, par exemple | D, (4) | 2. Il est facile de voir que eï®, € 
€ SL” dans le demi-plan supérieur. 
Supposons maintenant que , 1 sont des fonctions quelconques 
de la sphère unitaire de l’espace Z* (w), on a alors , 4 € 42. Par 
conséquent les fonctions @, —= @q/T, Yÿ; = W/T appartiendront à la 


*) Voir [25], page 317. 
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RL. unitaire de Z*(f). Enfin ei®,w, € L* (f), donc pour © — 
= T 


| Î ep (À) ÿ (À) w (À) dA | = 


= | À erg (A) 41) x QG) | < 


— 00 


<| | 72 je2D, (à) qu (A) (4) FR) dà| + 


— 09 


+ fin @ilxA D (if) AE 
<2p (1/2) +1] x — Dé |? 
D'où on déduit 
p (x, w)<2p(r/2)+0(e-w"72), & < 6, 


ce qui achève la démonstration du lemme. 
Ce qui reste à démontrer du théorème 3 se prouve exactement 
comme dans le théorème 2. En effet, par la condition du théorème 


infy(T; zx; > ET > 00. 


œ 


De plus les fonctions du type eh dt sont des éléments de L* (w). 


0 
Par conséquent, les démonstrations des lemmes 7, 8, 10 à 12 restent 
valables. Dans tous ces lemmes on peut de plus poser a — oo. 
(À) | | 


w (À 
est borné où, d’une manière plus générale, la continuité ie 
In w (À) sur tout l'axe (voir le paragraphe suivant). Cette condition 
peut ne pas être satisfaite même pour des fonctions très lisses. Consi- 
dérons l’exemple suivant. 

Exemple. Supposons que le processus Ë ({) ait pour densité 
spectrale 


La condition (6.4.4) signifie grossièrement que le rapport E 


f (À) = (sin? 22 +1) (S sin À )” 


où p est un nombre entier positif quelconque. Il est facile de voir 


que ( FL dh <Z oo de sorte que le processus Ë (f) est régulier. 


Cependant il n’est pas complètement régulier, bien que sa densité 
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spectrale soit analytique sur tout le plan de la variable complexe 
Z = À + eu et que ses zéros coïncident sur l’axe réel avec Les zéros 
in z\2 
de la fonction entière de degré fini [L' (z) — _ pe 
En effet, comme la fonction ['(z) € A* elle n’a que des zéros 
réels. D'après le théorème 3 la fonction w (à) = sin? À? + 1 doit 
satisfaire à la condition (6.4.4). Cependant 


At 
W (4 —1i) —2 { : : ue 
DORE NCE gg El 27 | [sin? s?— sin? (s —1)?] ds|= 
à 


à Ht 
=) | sin {(2s—t) sin[s? + (s—t)?] ds|. (6.4.6) 
À 


T 


Posons dans (6.4.6) À — =. On a alors pour s < À + t pour 
t—> 0 
sin £ (2s — #) = 1 + O (#), 
sin (s? + (s — 1}?) — — cos 25? + O (r). 
Par conséquent 
LW(G+D-HEW (À — 09 —2W (À) 1 1 ME 
— A) TL, 7 2 
WT 0 — ee PL | cos 26? ds | + O(! }. 
Puis 
FE 9 d sin AE sin2(À—+t}2  sin212 
Tosesae | ee 0 à 
À 
+ sin 25? 2 nè 
+ | —z — ds=— —+ sin ss +O(léf) 
à 


et finalement 
LW(A+D+EW(—)—2W (| | 2 
SUP WG+ID-WR=D a [sin TARA ae 
Nous avons ainsi établi que le processus E (f) n’est pas complètement 
régulier. 
$ 5. Conditions suffisantes 


L'un des critères de régularité complète est donné par le théorème 
suivant qui est en quelque sorte l'inversion du théorème 3. 


Théorème 4. Supposons que la densité spectrale f (à) du 
processus stationnaire E (t) admette la représentation 


fQ) =1ITQ) Fw 0), 
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où L'est une fonction entière de carré sommable, de degré fini non supé- 
rieur à o et la fonction w est douée des propriétés suivantes: 

{) Un A Us. 

2) 2 où (27 <Z oo ; ici comme ci-dessus on a 

IWA+HNHW(GA—i)—2W (1 
oyw(Ô) — a , 
W)=sup Sup ai) 

W désignant la primitive de w. 

Le processus & (t} est alors complètement régulier avec 


pc (re) CH 2" (mn nr", 


où C est une constante absolue. 

Nous ne donnerons pas la démonstration car elle ne diffère que 
par la technique dé la démonstration du cas discret correspondant 
(théorème 6 du chapitre V). 

Théorème 5. Supposons que la densité spectrale f (À) du 
processus E (t) admette la représentation f (à) — | T (À) [°w (À), où 

1) l'est une fonction entière bornée de degré fini non supérieur à 5; 

2) La fonction In w (à) est uniformément continue sur l'intervalle 
(— co, æ), c’est-à-dire que sup in LR SAton ee 1 PE @ (s) — 0; 

à, (RISS wi)  - 


3) Es LE gs < 00. 
1 
Le processus E (t) est alors complètement régulier avec 


. 1 
po<Co(——) ) T > 20, (6.5.1) 
où la constante C dépend de w. 
Vu le lemme 1, il suffit de démontrer la régularité complète de la 
fonction w (à). De l'inégalité |Inw(b|< | ne 172] 0. (0) | + œ (IA |) 
et de la condition 3) du théorème on déduit EE € LA. Il reste à 


estimer p (t; w). Cette estimation est basée sur le lemme fondamen- 
tal suivant. 


Lemme 15. Dans les conditions du théorème 5 pour r >> 0 quel- 
conque on peut trouver une fonction D, (À) non négative telle que 
1) pour tous les @, 7% € L* (w) les fonctions 


PDF, YD/2E LE (— 00, co), 
et si de plus T>r, on a 


| PA) pA)eD, (x) 42 = 0; (6.5.2) 
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2) pour tous les À, — oo LR< CO, ON & 
[uw (à) — D, Q) 1 Cie (4/7) w (). (6.5.3) 


En remettant au plus tard la démonstration du lemme, montrons 
comment on en déduit l'inégalité (6.5.1). Soient œ (à), 14 (à) des 
fonctions quelconques de la sphèré unitaire de l'espace L* (w). 
D’après le lemme fondamental, pour tous les t > r on a 


— 


= | | ép() + A) Le A) (Ia |< 


— 00 
00 


<Co (tr) | GIP) le (Rd <Cio (1). 

Par conséquent p (t) < C;w (1/r) et la référence au lemme 1 démon- 
tre l'inégalité (6.5.1). 

Revenons au lemme 15. Définissons le nombre «& par l'égalité 


| (n) 
RE D n2 
n=1 
Selon la condition 3) du théorème 5 la série définissant & est conver- 
ente. Posons ensuite a, — C2 s 
8 | 2an2 ? 


NE Don | (ent 
Ji) 


et définissons le noyau de Martchenko*) Æ (x) en posant 


f 1 
K (2) = (x) ( | k(a) dr). 
Les fonctions cherchées ®, (4) sont maintenant données par l'égalité 
D, (à) =r | K (rx) w (À — x) dx. 


DS 


Pour démontrer que ®,{(A) satisfont à toutes les conditions du 
lemme 15, voyons préalablement les propriétés des noyaux K (x). 


*) Ces noyaux ont été introduits par V. Martchenko dans l’article Sur 
certaines questions de l'approximation des fonctions continues sur tout l'axe réel 
(en russe), III, Rapports à l'association mathématique de Kharkov, XXII 
(1950). 
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Lemme 16. Les noyaux K (x) sont doués des propriétés sui- 
vanies : 


“ K (x) es une sp Vus entière de carré intégrale de degré fini 


2) f K (x) dx — 1: 
3) pour r >> 0 quelconque 


rt 
Sin? — 
8 


rx \4 ? 
(+) 
où la constante M, ne dépend que de r. 
Les deux premières propriétés sont évidentes. Pour démontrer 


la dernière remarquons tout d’abord que lim 2e — 0. En effet, 


X > 00 


| K (rx) | Me 06 (6.5.4} 


O0 


de la convergence de l'intégrale = 2) dx découle que lim 27 LE 3) T 


1 +00 
<T oo. Après intégration par parties on obtient l'égalité 
F Oo (y C _dw @ 
fa (20 20,444, 
1 


1 


x 
entraînant lim | LA < oo. La fonction & (x) n'étant pas décrois- 
x 


sante, la dernière condition entraîne la convergence de l'intégrale 
do (y) & (x) 
U “A 


1 


. Par conséquent, il existe une limite lim 


qui, en vertu 


O0 


(x) 


, r oO 7 « r 
de la convergence de l'intégrale \ dx, est égale à zéro. 
g g 2 


1 
Sans restreindre la généralité on peut considérer que lim w (x) == 


X — 00 
— oo (dans le cas contraire l'inégalité (6.5.4) est triviale). D'après 
x >> 0 donné, on peut prendre un nombre NW tel que N < © (x) < 
<Z N + 1. On a alors 


aRxr 


00 : N : 
D (y un eo 
aREr at} N 2N 
(SE) à 2 [] 0? (8 
Ï 
La formule de Stirling pour des x ne donne 
(N 154 &O(X) In ———— 


LNINgTIN L << e Ex) p—2(@(x)— 1inx, 


PL 
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EE 


Pour des x grands cette dernière expression ne sera pas supérieure 

= oO “A F La r Q L La 

à eux) (car °@ 0) . De plus, l'égalité lim © (4) — entraîne 
k + 00 


de toute évidence 
(2a)2N22N,—2N 
@2(1)...@(N) 
L’inégalité (6.5.4) est démontrée. 
Revenant aux fonctions ®,, notons que selon la condition 3) du 
lemme 16 


lim 


D. ()<rw (à). | K(ra) sup RE dr < 


— Co 


<rw (À) À K (rz)esi#Ddr<CMiw(à), (6.5.5) 
ce qui entraîne que pour tous les o tels que |[p{)[w (A) di <C oo, 
on a obligatoirement q®D,€ Z1. Posons ensuite 

T 
Dr ()=r | K(r(x—h)w(x)dx, T>0. 
R d, ; 

Il est évident que pour 7 quelconque 
Si de plus | À | & T/2, d'une manière analogue à (6.5.5) on a 
D, (4) —D,r (À) — 


TX co 


ær( À Æ (rx) w (x — À) dx + Î K (rx)w(x—3)dx) < 
— 00 TA 
—T}/2 00 
<ruw(à)| | K (rx) e°6) dx + { K (rx) e00) dx | < 
— © T/2 
ee M... 


D'où et de (6.5.6), pour des fonctions données quelconques 
@, d € L (w) et pour r donné quelconque on déduit 


lim | PA) PA) etD,r (A) dA = À (A) (A) TE, (A) dA. 


La dernière‘égalité et la définition de l’espace Z* (w) permettent 
lors de la démonstration de l'égalité (6.5.2) de se limiter à l'étude 
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des intégrales du type 


| p G) 4 @) eb,r (1) da, (6.5.7) 


#— 00 


où p,v E SE? N L(w), t > r, et T est un nombre positif quelconque. 

En vertu du théorème de Paley-Wiener la transformée de Fourier 
4, (x) du noyau rK (rx) s'annule à l'extérieur de l’intervale [—r, rl 
de sorte que 


Tr 


P;r (À) — Ÿ w(z jar | eA-x}sy, (s) d s—| esb(s) ds, bEL?. 
CT 7 


Par conséquent, d’après le même théorème de Paley-Wiener, toutes 
les ®,r (À) sont des fonctions entières de carré sommable de degré 
fini non supérieur à r. Donc pour tous les t > r les fonctions 
eitmp®,r € Ÿ£1 dans le demi-plan supérieur, et toutes les intégra- 
les (6.5.7) sont nulles. L'égalité (6.5.2) est démontrée. 

Pour la démonstration de la seconde partie du lemme 15, à 
savoir l'inégalité (6.5.3), remarquons tout d’abord qu'en vertu de la 
propriété 2) des noyaux AX(x)ona 


UD IE | Ktfw uw (2-2) |ar< 


0e (1-2) 
w (À) 


uw (à) À K (x) SUP dx. (6.5.8) 


Pour tous les x on a [e*—1]<{[zx}e*l. Donc 


w (À) —w 1 —+ w + NIET 
2 fu Er 


Substituons l'inégalité obtenue dans (6.5.8). Comme © (| x [/r) < 
< (1 + ]|zx/)o (l/r) *) on a (compte tenu de la propriété (6.5. 4) 
des noyaux Æ (x)) pour tous les r > 1 


Lo (À) — D, (à) | uw (À) w (1/2) [ K(2)}(1+]rleelrD dr 


sini ? 


< Mio (1/r) : Az) EE dx (À) = Cao (4/r) w (À). 


*) Tout module de continuité &@ (Ô) satisfait à l'inégalité © (y) < 
< (1+ y) © (6), y 0 (voir, par exemple, [25], page 213). 


“ 
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Le lemme 15 et avec lui le théorème 5 se trouvent entièrement démon- 
trés. 


Remarque. On voit facilement que la constante C, peut 
s'écrire comme C,W;, C, est cette fois une constante absolue, et ,, 
caractéristique du noyau Æ, est déterminée par la fonction & (x). 
Donc, bien que la constante M, ne soit pas absolue, on peut lui donner 
la même valeur pour toute une classe des fonctions w (À), par exem- 
ple pour toutes les w {À}, telles que 


g (à +x) 


pa g (à) 


oO (x). 


sup 
à 


Exemple. Considérons le processus stationnaire E,(f) de 
densité spectrale f, (À) — e-ll&, « >= 0. Si &« >14Â, on a 5€ 
€ L\, de sorte que Ë, (é) n’est même pas régulier. Si æ<1,on a 


sup In Je Us) == sup (À +zf [1 <&alxf. 
à fa À) à 


Ce qui découle de l'inégalité suivante qu'on n’a aucune peine à 
vérifier : 
A+u —-{— au O0, u > 0. 


Par conséquent, pour & <T 1, le processus E,(t) est complètement 
régulier, et p (t) — © (t-%). (Bien entendu, la constante dans le 
symbole O(:) dépend de «.) 


$ 6. Une classe spéciale de processus 
stationnaires 


Ce paragraphe est consacré aux conditions de régularité complète 
des processus stationnaires £ (t) de densité spectrale du type | L'(à) |"?, 
où l (À) est une fonction entière de degré fini. Pourquoi un tel intérêt 
à des processus de ce type spécial ? 

On peut certainement considérer comme les plus simples Îles 
processus stationnaires dont la densité spectrale est égale à | P (à) |"?, 
où P est un polynôme. Dans le cas des processus stationnaires gaus- 
siens, les projections des processus markoviens vectoriels (homolo- 
gues continus des processus markoviens à m chaînons) sont toutes 
des processus de ce type spécial. La conséquence immédiate du théo- 
rème o est qu’un processus stationnaire de densité | P (à) |"? est 
complètement régulier. Des calculs simples montrent que le coeffi- 
cient de régularité correspondant satisfait à la condition 


p (7) = 0 (er), (6.6.1) 


$ 6] UNE CLASSE SPÉCIALE DE PROCESSUS STATIONNAIRES 253 


où 26 est la largeur de la bande où la fonction 1/2 (z) est analytique 
{| Im z | << 6), et & un nombre positif quelconque *). 

Les fonctions entières de degré fini sont une classe des fonctions 
analytiques un peu plus compliquée que les polynômes, et il y a tout 
lieu de penser qu’on peut encore, dans ce cas, espérer trouver un 
critère simple et définitif de régularité complète. Si ce problème est 
résolu, en même temps sera résolu le problème lié de la description 
d'un ensemble de fonctions entières de degré fini, qui, étant divi- 
seurs d’une fonction complètement régulière quelconque lui conserve 
la régularité complète (voir $$ 2 à 4; comparer également avec le 
lemme 11 du chapitre V). 


Théorème 6. Pour qu'un processus stationnaire & (t) de 
densité spectrale du type | T' (à) |?, où l'est une fonction de degré fini, 
soit complètement régulier il faut et il suffit que 

n|T| | 
1) pie EL (— ©, co) ; 
2) la fonction T soit une fonction de la classe A*, c'est-à-dire que 


sup > |Im . | < oo, où la somme est prise sur lous les zéros 
n | 


À —z; 
non réels z; de la fonction I'. | 
Dans ce cas on aura toujours inf | Im 2; | — ô = 0 et pour £ > 0 
quelconque 
p (rt) = O (e-T-e)), (6.6.2) 


Démonstration. Supposons que les conditions 1) et 2) 
soient satisfaites. Sans restreindre la généralité on peut considérer 
que tous les zéros de la fonction I (z) se trouvent dans le demi- 


plan inférieur, et T'(z}) et F5 sont des fonctions extérieures dans 


le demi-plan supérieur (voir $ 4). Introduisons la fonction méro- 
morphe CRE où comme précédemment l'(z)—T (2). 
3 
D'après l'égalité (6.1.4) 


p(n=sup| | exo (1) 10) 4), (6.6.3) 


où 0 parcourt une sphère unitaire dans l’espace 61. En vertu du 
lemme 13 la fonction y (2) est analytique dans une bande de largeur 
non nulle | Im z | << Ô, ê = inf | Im z; { > 0, et est bornée dans 
une bande quelconque | Im 3 | & 6" << ô. D’après le théorème de 


*) Dans l'article de A. M. Iaglom, cité à la page 136, on trouvera la démons- 
tration du fait que dans ce cas p (t} est la racine maximale d'une équation 
déterminante; les autres racines de cette équation coïncident également avec 
les nombres propres de l'opérateur B.. 
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Bernstein sur l’approximation des fonctions analytiques *)} on 
trouvera des fonctions entières bornées D, (À) de degré fini non supé- 
rieur à r telles que 


sup|Xx(A)— D, ()]=0(e-r6-e), 850. 
À 


Pour r < + quelconque on à 
[ eATG (À) D, (À) dA = 0. 
Donc pour r <7T L 
p(t)— -1P | [ ein (A) x {A) — D, (À)] dA le O(e-rË—e)), 


ce qui démontre l'égalité (6.6.2). 

La condition 1) est nécessaire par suite de la régularité du proces- 
sus Ë (£), et de nouveau on peut considérer que I' et 1/T sont des 
fonctions extérieures dans le demi-plan supérieur. 

Montrons la nécessité de la condition l' € A*. En désignant par 
z; les zéros de la fonction [' (z) on peut l'écrire comme suit : 


T(z)=e""tTT (1 —+) el, (6.6.4) 


En vertu de la condition 1) déjà démontrée on a **) 
{ | 
Donc 


gel (a) (1) 


J Zj 
où $ est un nombre réel, et |a|—=1. Dans le demi-plan supérieur 
:—À—-iu, pa on à 


fx (a) eiê: | — i 


——— 
—— 


X | z 


_ (Re zj—À)2+ (Im sy +u)?71/2 
ET 2j —À)2+ (Im z;—p)? <- 

Par conséquent pour tous les T=>B la fonction eïty(z) est une 
fonction (intérieure) de la classe 2°”. Donc chaque fois que 8€ 7, 
la fonction eï*0y appartient également à &£1! dans le demi-plan 


*) Voir [25], page 317. 
**) Voir [16], page 314. 
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supérieur de telle sorte que 
{ eiAB (A) % (À) dh = 0. (6.6.5} 


En même temps, d'après (6.1.4) 
int = | 
su] | eixtG (A) y (A) dA | — p (Tr). (6.6.6) 


Notons que si 06€ S£1 dans le demi-plan supérieur, on a 0€ &? 
dans le demi-plan inférieur. Les égalités (6.6.5) et (6.6.6) per- 
mettent donc d'affirmer que pour tous les 6* appartenant à une 
sphère unitaire de &1*, et tous les 67 appartenant à une sphère 
unitaire de 21, quel que soit t>f$, on a 


| [ eg (A) LR) | <p (0. 
si (6.6.7} 


| Dem (rmal<p( 


Les inégalités (6.6.7) permettent de démontrer le lemme suivant. 


Lemme 17. Pour t—0 on a uniformément en À, —0o0 < 
TÀ< 00, 
| à + 
À x (s) ds— | %.(s) ds = o (t). (6.6.8} 
Ni À 


Démonstration. Soit a (à) une fonction impaire, trois fois 
dérivable et s’annulant à l’extérieur de l’intervalle [ — 1, 1]. Mon- 
trons d’abord que pour T—c on a uniformément en x, 
— 00 TT << 00, 

| sine TR 


y (A+ zx) a(TÀ) dÀ = 0 (1). (6.6.9) 


Cette égalité est . au lemme 11. En vertu de (6.6.7) on 
a les inégalités suivantes : 


2 T 
x dh= p(1) + 
(6.6.10} 


— 00 


| ( ane (T eau)? a+] () [ 
— 00 0 


| ï ets eiku du ) A+ D |<p (0 
—o 2 
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si seulement t => $. Notons que la démonstration du lemme 11 est 
basée sur des inégalités du type (6.6.10). Les mêmes raisonnements 
qui démontrent le lemme 11 permettent de déduire l'égalité (6.6.9) 
des inégalités (6.6.10) Pour cette raison nous omettons ici la démons- 
tration. | 

Définissons la fonction impaire as (À) par les égalités suivantes : 


W., o<1<1, 
in2 
Go (À) — Sin ni 
0, h > 1 
do (À) — — dg(— À). 
Soient a, (À), € => 0, des fonctions impaires, trois fois dériva- 
bles, coïncidant avec as (À) à l'extérieur des intervalles [—&, el, 


[—1, —1--e], [ —e, el et monotones à l’intérieur des intervalles 
mentionnés. Utilisant (6.6.9) on obtient 


i 2 sin? 
| 5x +2) lat — a (TNIdr|< 
e _: 
9 sin D 
<—, | dan + 0 (1) <16e +0 (1). 
eo 
Sin 5 —8 


L'égalité (6.6.9) restera donc vraie si on y remplace a (À) par a (à): 
en désignant de plus 1/7 par t on obtient (6.6.8). Le lemme est dé- 
montré. | 

Lemme 18. Zi existe un nombre positif 80 tel que la fonc- 
ion x (z) — T'(z}/T'(z) soit analytique dans la bande | Im z | < 6. 


Démonstration. La fonction %x (z) est méromorphe et a 
pour pôles Les zéros non réels de la fonction l' (2). Il faut donc démon- 
trer que tous les zéros non réels de la fonction T (z) se trouvent à 
l'extérieur de la bande | Im z | << ô. 

Soit z; — à; — if; un zéro quelconque de la fonction l. Définis- 
sons les fonctions entières y; (z) et y; (z) par les égalités suivantes : 
ne (1-2) TE, 54-70. 

Posons : 
SE 
OUT ETS hay ? JTE 

Ïl est facile de voir que y;/y; € °° dans le demi-plan supérieur 


et donc UE dans le demi-plan supérieur avec de plus 
J 
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Yj 
P; 
Yj 


(1) es 
= À, En vertu de (6.6.7) on a 


C ep. 0 YU) _ Fes pan Zi | 
| | ep; (1) HP x, (A) dl FE PA) ET di|<e (9. (6.6.1) 


La fonction y; (2) = z est analytique dans le demi-plan supérieur, 
ae Be SES 

à l'exception du pôle au point z;, et tend vers O0 pour | z | — oo. Donc 

l'intégrale du second membre peut être calculée par les résidus de la 

fonction sous l’intégrale. Cette intégrale vaut 


Zi (résidu emo; (z) = = ht ) = —2(et—1} ei, 


j— 2 
En portant ce résultat dans (6.6.11) on trouve 
pr) > (ee — 15°, (6.6.12) 


Par conséquent, si 8 = inf | 6; |, où l'infimum s'étend à tous les 
q j 


P; = 0 on a 
2 
pti > rte — 1)*eôr, 


et comme lorsque t augmente on a p (t) — 0, on aura forcément 8 >> 0. 
Le lemme 18 est démontré. 

Nous allons montrer maintenant que de l'égalité (6.6.8) et du 
fait que la fonction % (z) est analytique dans la bande | Im z | << Ô 
on déduit pour la dérivée x’ (À) l'inégalité suivante : SUP [LD I< 
<< œ. Comme 

dE 


x @=|8—-Y 

le théorème sera démontré. D pour plus de simplicité, 
où supposera f égal à zéro. Ceci ne restreint pas la généralité car dans 
les inégalités de base (6.6.7) le facteur etÿ8 peut être inclu dans 
ei ce qui, dans le cas le plus défavorable, ne fera que remplacer 
op (t) par pr — ]B |). | 

Comme ci-dessus supposons que z; = à; + if;. En vertu du théo- 
rème de Leibnitz on a | 


7 ne ER 
LA) =x04 à (aj— A) +627 


| Tr (6.6.13) 
s+ , k, ch j s— 
POCHE nr) 


17—0191 
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la sommation s'étendant à tous les j pour lesquels B;,-£0. D’après 


le lemme 18 on à [f;[=— —$;2>6 > 0 et donc 
28; | 1 1 (r) 
(ar) 15 (per rt) < 
1  èr! (2B;)? 
pe PR LORS 
ar | = € Gp LA pr ? p>0: 
Par conséquent pour s—k>1 on a | 
s—h+1 
21B:;| @-R)| 2 2.(s—k)l (21B;1) _* 
(2 (æ;—À) mr) <= s—R+ 1 2 jee < 
(26) 2 7 
ST a (—#! Ta 
2 (s — k) | 8 — , 2 
< s—h+1 (> eue) = 2 7 Ts RFI (à) | 
26) ? (28) ? 
re 
Supposons qu’au point À on ait l'inégalité | 4 (à) | > 1. ne. 
sons de plus qu’en ce même point pour tous les 4 — 2, a s 


XP IKLEKI TX A F, (6.6.15) 


où Z est une constante. Montrons qu'’alors (6.6.15) est également 
vérifiée pour 4 — s + 1. A cet effet portons (6.6.15) dans (6.6.13) ; 
compte tenu de l'inégalité (6.6.14) et de l'hypothèse | 4 (@) | > 1 


on trouve 
s— 1 


+ $ y S+ 2LR ? S 
XP GIRL NO DEL st Ir Of 
RE 


<s! | A (à) Ke (L' + je (L°+ (26) *?)) < L° (s + 4) [x (À) ]S*2, 


si la constante L est prise suffisamment grande (par exemple si 
L> (1 +2V2/6)). 

En vertu de (6.6.13) et (6.6.14) aux points où | x’ (à) | > 1, on 
a notoirement 


s? 1 # , 
[OO IS (1+5) 1h  F< 22114 GP, 
si la constante Z est suffisamment grande. Donc en tous les points 


À où | 4° (À) | => 1 et pour tous les k => 2, les inégalités (6.6.15) sont 
vérifiées, la constante ZL dans ces inégalités ne dépend pas de À. 


Montrons maintenant que l'hypothèse sup | x” (4) | = œ se 
trouve en contradiction avec le lemme 17. À cet effet prenons une 
suite des points À, de telle sorte que M, — | x’ (A3)! — o et posons 

] 


RME 
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Conformément à (6.6.8) pour # — o on a 


À: Atty 
{ x (À) d\— À x (À) d'à = 0 (tx). (6.6.16) 
Apt Àp 


Pour des k grands on a }f,1< 6/2 et selon le lemme 18 la fonc- 
tion %(À), analytique dans le domaine |À—A3|<tx, s'y développe 
en série de Taylor: 


. | di 
x = 2 (a) + x (An) (A) DORE pes (a). 
£—=2 
En substituant ce développement dans Île second membre de 
(6.6.16), compte tenu de l’estimation (6.6.15), on obtient l'inéga- 
lité suivante: 


| f'rxma | xmal-lr a+ eo) 
hp tp À | s—2 


Dir 4112 D LR x Cu) [> x Cu) | = ph tn 56 0 (En. 


s=2 


La contradiction obtenue montre que la condition l' € A* est néces- 
saire. Ce qui achève la démonstration du théorème 6. 


Remarque. Nous avons démontré en passant l'égalité sui- 
vante découlant de (6.6.2) et (6.6.12) : 


lim (p(t))/"=e-8, &= inf |B;|. 
t+0 B;=0 


CHAPITRE VII 


FILTRAGE ET ESTIMATION 
DE LA VALEUR MOYENNE 


$ 1. Meilleures estimations non biaisées 


1. Position du problème. Considérons un processus aléatoire 


du type 

6) —08()+A(), tET, (7.1.1) 
où 0 (£),1€ T, est une fonction déterministe inconnue d’une certaine 
classe 6, et A(t), t € T, un processus gaussien stationnaire de valeur 
moyenne nulle et de fonction de corrélation B (t). 

On peut interpréter 6 — 6 (f) comme un signal utile, et À — A (+) 
comme un bruit aléatoire apparaissant dans le canal de communica- 
tion. Nous allons étudier le problème du filtrage optimal du proces- 
sus aléatoire & — Ë& (t), c’est-à-dire de l'extraction de (7.1.1) du si- 
gnal inconnu 0 € 6. Le problème consiste à transformer le signal reçu 
£. de sorte à reproduire au mieux 0. Le processus aléatoire À — 6 (#}. 
obtenu après transformation doit satisfaire aux conditions suivan- 
tes: primo, la valeur moyenne de la différence @ () — @ (t) doit 
être égale à zéro: | 


MIÔG—0(1—0, 1ET, (7.1.2) 


ut secundo, la valeur quadratique moyenne de cette différence doit 
être minimale : | 


M [6 (4) — 8 (6)? = min. (7.1.3) 

La distribution d’un processus aléatoire du type (7.1.1) dépendant 

du paramètre fonctionnel 8 € 6, il existe une famille de distributions 

P,, où le paramètre 0 — 6 (ft), € T, est la valeur moyenne de la 
distribution coriespondante P,: 

 (t) = Moë (4), (ET. (7.1.4) 

La fonction de corrélation est alors la même pour tous les 6, à savoir : 


Ma LE (s) — 0 (SI TE (2) — 0 (1 = B( — 5) (7.1.5) 


(ici et ultérieurement nous désignerons par Mon l'espérance mathé- 
matique de la variable aléatoire n calculée d’après la distribution 
correspondante P;). 
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Le problème du filtrage coïncide en fait avec celui de la recherche 


de D meilleure estimation À = Ô (f} d'une moyenne inconnue 6 — 
— 6 (t). Ce problème est particulièrement intéressant dans le cas où 
p — 8 (f} est de la forme 

N 


Bt) = D 0 (#). (7.1.6) 


uù 0, (4), ..., 8nx (t) sont des fonctions données, et æ&i, ..., an 
des coefficients (réels) inconnus (coefficients de régression). 

Chacun de ces coefficients est une fonctionnelle linéaire de 6 € 0. 
Si, par PrDie dans l’espace linéaire de toutes les fonctions 0 — 
— 6 (t) du type (7.1.6) on définit un produit scalaire (0°, 0”) et les 
fonctions 0,, ..., 0, sont une base dans cet esnace, on a 


au = (0%, 0), 4 —1,...,n, (7.1.7) 


où 0*, ..., 0% est un système de fonctions conjugué défini par les 
conditions 


4 pour j —k, 


(6. 0) | ou Fin 


Nous allons montrer ultérieurement que les meilleures estimations 
non biaisées 8 (1), t € T', sont celles qui peuvent s'écrire sous la forme 


No, 
Ô (t) 72 axOx(t), 1ET, (7.1.8) 


OÙ Gi, - . ., @n sont les Mo estimations non biaisées pour les 
coefficients inconnus œ4, .. 

Les valeurs isolées de 8 (4) . Pébdonent des fonctionnelles liné- 
aires de 60 € @. Ultérieurement nous étudierons les meilleures estima- 
tions non biaisées des fonctionnelles linéaires quelconques &— «& (0) 
d’une fonction inconnue 8 — 8 {f)},t € T. Lors de cette étude il est 
naturel de supposer que toutes les distributions P, sont équivalentes. 
Sans restreindre la généralité, on peut considérer qu'elles sont équi- 
valentes à la distribution P — P, correspondant à la valeur nulle du 
paramètre 0 {c'est-à-dire 8 (t) = 0). C’est ce que nous allons suppo- 
ser dans la suite. 


2. Statistiques nécessaires et suffisantes. Famille complète de 
distributions. Précisons qu’on entend par statistique toute variable . 
aléatoire n — n (æ) mesurable par rapport à la o-algèbre X (7) 
engendrée par les valeurs ë (4) = E (w, t) du procéssus aléatoire ob- 
servé (icit € T'et w € À, où Q est l’espace des événements élémentai- 
res). Il est tout naturel de se poser la question de savoir quelles sont 
les statistiques qu'il suffit d'étudier lors de l’estimation du para- 
mètre inconnu 0 € @ sans perte d’information. 
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Lorsqu'on parle de telle ou telle famille de statistiques n — n (w) 
il semble bon de se référer directement à la o-algèbre $ qu'elles en- 
gendrent. Nous dirons donc qu'une o-algèbre 8 & A (7) est suffi- 
sante pour estimer le paramètre 8 € © si les probabilités conditionnel- 
les P, (4/8) calculées pour tous les événements À € À (T) d’après 
les distributions correspondantes P, sont telles que pour chaque 8 €6 
avec une probabilité À on a 


P, (4/8) = P(A/S), (7.1.9) 


c’est-à-dire .que les probabilités conditionnelles P, (4/#) ne dépen- 
dent pas du paramètre inconnu 6 € ©. Nous dirons qu'une o-algèbre 
B est nécessaire si elle est contenue dans toute 6-algèbre suffisante 
(complétée peut-être par des ensembles de probabilité 0) *)}. 

Notons que si # est une o-algèbre suffisante, pour une grandeur 
quelconque réelle, d'espérance mathématique Mon pour 0 € @ quel- 
conque, avec une probabilité 1 est vérifiée la formule suivante: 


Ms(n/S)=M(n/$), 80€6. (7.1.10) 


Ceci découle immédiatement de l'égalité (7.1.9) si l’on tient 
compte de ce que l'espérance mathématique conditionnelle Ma (n/$) 
peut être définie comme la limite 


Mo (n/B)== lim D + Po (un < +/5) ; 


où la convergence est entendue en moyenne par rapport à P,; par 
suite de l’équivalence des distributions P, cette limite est, avec une 
probabilité 1, la même pour tout 6 € 6. 
Soit 
pe (o@) = P, (dw)/P (do) (7.1.11) 
la densité de la distribution P4. Désignons par $ la o-algèbre des 


événements engendrée par toutes les fonctions ps (o) de & € Q 
(0 € ©). On a le lemme suivant. 


Lemme 1. La o-algèbre 8 est suffisante pour le paramètre 
6€ 0. 


Démonstration. En effet, pour AEAX(T)et BES 
quelconques on a 


Po (AB) — | pe (©) P (do) = MIM (xaX2P0/#)1 — 


AB 


= M (x5P0M (44/8) = | P (4/8) po (&) P (do) 


B 


*) Voir, par exemple, [17]. 
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et en même temps 
Po (48) = | Po (4/8) Po (do) = | Po (4/38) po (w) P (do). 
B 


B 


OÙ Y%a — %A(&) et Yr —YXA(@) sont les indicateurs des ensembles À 
et B. Comme B est un ensemble quelconque de $, pour des fonc- 
tions sous l'intégrale mesurables par rapport à %, on a pour 
presque tous les © € Q 


Po (4/5) po (@) — P (4/8) pe (©), 


mais po (w), en tant que densité des mesures équivalentes Ps et P, 
est presque partout positive, de sorte qu’avec une probabilité { on 
a l'égalité (7.1.9). 

Notons que toutes les fonctions po, 8 € @, données par la formule 
{7.1.11) satisfont à la condition Mp, — 1. Désignons par L! l'espace 
de toutes les grandeurs n, mesurables par rapport à la o-algèbre #, 
pour lesquelles M [ni < co. 

On dit qu’une famille de distributions P,, 0 € ©, est complète bor- 
née dans L! si pour une grandeur quelconque bornée n (mesurable par 
rapport à %#) la relation 

Man — Mn2o — 0, 8 E 6, 
équivaut à ce que n — Ô avec une probabilité 1. 

La propriété de complétude bornée signifie *) que toute fonction- 
nelle linéaire continue sur l’espace de Banach, Lt (avec la norme 
In ] = Min) s’annulant sur les éléments po € L! est identique- 
ment nulle. Ainsi la propriété de complétude bornée pour une famil- 
le de distributions Po, 0 € @, équivaut à ce que l’enveloppe linéaire 
des grandeurs ps, 0 € ©, est dense partout dans ZA. 

Lemme 2. Pour une famille complète bornée de distributions 
P;,, 0€ 6, la o-algèbre 8 (engendrée par toutes les grandeurs du type 
(7.1.11)) est non seulement suffisante mais également nécessaire. 


Démonstration. En effet, si $ n’est pas nécessaire, elle 
contient une certaine 6-algèbre © suffisante, telle qu’un certain 
ensemble B € $ ne fasse pas partie du complété G*, en d’autres 
termes, la grandeur n — n (w) du type 

Le pour @EB, 

We 0 pour wéB 
n’est pas mesurable par rapport à @*. Comme & est une o-algèbre 
suffisante, la grandeur n — Ma (n/©) ne dépend pas de 8 € 6, et 
Mo (n — n) = 0 pour tous les 8 € @. Puis, si0< n < 1, on a éga- 
lementO0<n<1, donc la fgrandeur À —=n—"n est bornée. 


*} Voir, par exemple, [26], page 39. 
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La famille des P,, 0 € 6, étant complète, la grandeur bornée À — 
=n—"1 (mesurable par rapport à À) est, avec une probabilité 1, 


égale à 0, et n — n. Ainsi la grandeur n est en fait mesurable par rap- 
port à Ta c-algèbre G*. La contradiction obtenue montre que la 
o-algèbre Ÿ est nécessaire. 

Pour les distributions gaussiennes P, que nous étudions nous con- 
naissons déjà les conditions d'équivalence ainsi que la forme explicite 
des fonctions (7.1.11}). À savoir, selon le théorème 7 du chapitre IIT, 
pour que des distributions gaussiennes P, et P soient équivalentes 
1] faut et il suffit que la valeur moyenne 8 (t), é € T, appartienne 
à l’espace Y de toutes les fonctions réelles y (£), { € T, admettant la 
représentation 


y(t)— | ep () F(dh), t€T; (7.1.12) 


où œ (4) est une fonction de l’espace correspondant Z+ (F) et F (dà) 
la mesure spectrale du processus aléatoire & (4), stationnaire par rap- 
port à la distribution P. 

Comme nous l'avons déjà noté (voir $ 6, chapitre I) la représen- 
tation (7.1.12) est unique. Définissons sur l’espace linéaire Ÿ un pro- 
duit scalaire en posant 


(Yar Yo) —= (Pas Par: (7.1.13) 


où p1 (À) et m2 (à) sont des éléments de l’espace hilbertien Lr (F), 
correspondant d’après la formule (7.1.12) aux fonctions y, — y, (t} 
et Yo — yo:(t). Ainsi, pour les représentations équivalentes P,, 
8 € 6, l’ensemble paramétrique @ est un ensemble dans l’espace hil- 
bertien 2; 

0er; (7.1.14) 


L'inclusion de © dans Ÿ est tout naturelle, indiquons en guise 
d'exemple les cas où l’ensemble T est fini, de sorte que l’on a un nom- 
bre fini de variables gaussiennes & (t,), . . ., Ë (f,) de valeurs moyen- 
nes inconnues 0 (£,), ..., 0 (t,) et de même matrice de corrélation. 
Si cette matrice est régulière, Ÿ est un espace vectoriel à r dimensions 
dans lequel © est un ensemble de vecteurs 6 de coordonnées 8 (£,), 

, 8 (éh). Si la matrice de corrélation est singulière d'un rang 
m <C n, YŸ est un sous-espace à m dimensions dans l’espace vectoriel 
à nr dimensions, où se trouve concentrée chacune des distributions 
gaussiennes Ps dégénérées (distributions des variables E (4), 


, E (n)). 


En vertu de la formule (3.3.2) les fonctions (7.1.11) sont de la for- 


me : 
o (w) = Co exp {no (œ)}, (7.1.19) 


Ca = exp { — 5 Mi}, = | Pe (À) ® (À) 


= 


où 
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et D (À) désigne la mesure spectrale stochastique du processus gaus- 
sien E (t), stationnaire par rapport à la distribution Pet la fonction 
Pe (à) E Lr (F) est la même que dans la représentation (7.1.12) de 
Ja fonction correspondante 8 € Y : 


8 (4) — (ets vo F (4), 1ET. (7.116) 


Lemme 3. Si l'ensemble paramétrique O = Ÿ contient un 


certain parallélépipède de son enveloppe linéaire fermée O, la famille 
de distributions P,; est complète bornée. 


Démonstration. Dans le sous-espace hilbertien OS Y, 


muni d’une base orthonormée 6,, @+, . .. on entend par parailé- 
lépipède l’ensemble de tous les points 6= © c:0, ayant un nombre 
fini de coordonnées €, c, . . . différentes de zéro et satisfaisant à la 
condition 


[cu — ll Op REA 2 es 


où c°, €, ... sont les coordonnées d’un élément donné, et 0, Ô:, ... 
des entiers positifs. Posons n, = nox (voir formule (7.1.15)), 4 — 
— 4, 2, ... À partir de (7.1.16) on a 


Mo — DT avec Ô — D cr. 


Il est facile de voir que les grandeurs ps, 0 € ©, données par la 
formule (7.1.15) (où 8, 8 € 6, sont des variables gaussiennes de l’es- 
pace H (T)), font partie de l’espace hilbertien Æ (t}. Il est clair que 
le système des ps, 8 € O, sera complet dans l’espace L! s’il est com- 
plet dans l’espace hilbertien £? (que nous désignerons dans la suite 
simplement L) composé de toutes les grandeurs n € H (T) mesurables 
par rapport à la o-algèbre # (rappelons que $ est engendrée par 
le système des po, 0 € 6, ou, ce qui est la même chose, parle système 
de grandeurs ne, 0 € @). 


Soit @ = (y:, . .., y) une fonction de Borel dans l’espace réel 
à nr dimensions. [l est évident que l'ensemble de toutes les grandeurs 
n € L de la forme n = œ (m4, . .., M2) est un ensemble dense partout 


dans tout l’espace L, et pour #7 donné c’est un espace fermé. 
Supposons pour le moment que pour nr RS le système de 


grandeurs ps du type (7.1.15) (où 8— : Crôp, lCn | L'Ôn À — 


= 1,...,n, &, ..., 6, sont des nombres positifs et n9 — Dexm) 


est dense partout dans le sous-espace, formé par toutes les re 
mentionnées n — œ® (My, . .., Mn). Il est alors évident que l’envelop- 
pe linéaire de toutes les rue Poe, 0 € O, sera dense partout dans 
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tout l’espace L. Il suffit donc de démontrer que si 


Mnpe = Mon = Co | gG, .…, mm)exp { D Cu } P (ay) =0 
Fr k—1 
n 
pour tous les 8 — à Cx02 (où P (dy) est la distribution des grandeurs 


Mis « - . Mn dans un espace à r dimensions), la fonction @ (y, . .. 
+ Un) e8t nulle presque partout par rapport à P (dy). Mais ce ré- 
sultat est bien connu *} car les densités 


n 
Po (dy) 
Pay “Ce exp { 2 ny } : 
RkR=— 
où [Cr | L'Ôr, k — 1, . .., n, forment une famille exponentielle. 


Ce qui achève la démonstration du lemme. 

3. Estimations non biaisées. Les formules (7.1.12), (7.1.13) don- 
nent la correspondance isométrique des espaces hilbertiens Ÿ, 
Lr (F) et H (T) pour laquelle 


yEY + pELr(F) + n€eH(T) 
(Yrs Ya) —= (Pas Padr — (Mis M2). 


Comme précédemment, Æ (T) désigne l'enveloppe linéaire des va- 
leurs E(t),6€ T, d’un processus gaussien, stationnaire par rapport à la 
distribution P, où le produit scalaire est {n1, n2) = Mniño, ® (db) est 
la mesure spectrale stochastique correspondante, et la grandeur n 
dans (7.1.17)est liée aux fonctions œ (à) et y (t) figurant dans (7.1.12) 
par l’égalité 


(7.1.17) 


n = | pu) D (dà). (7.1.18) 
Remarquons que puisque 
B(s—t)— | e-iMeisF (dà), 


pour s quelconque la fonction y, ({) = B (s — t) de t € T appartient 
à l'espace Ÿ, le système de toutes Les fonctions y,, s € T, étant com- 
plet. La complétude de ce système découle en particulier du fait que 
le système de fonctions es € L, (F) correspondant aux fonctions 
Er 
Ys(t)= B(S—t) <> es (s) 

est complet. | 

Conformément à la formule (7.1.16), chaque fonctionnelle du 
paramètre fonctionnel 8—8(t), 1€ T, définie comme la valeur de 


*) Voir, par exemple, [17]. 
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la fonction 6—86({{) en un point donné £E€T, peut s’écrire comme 
suit : 
B (4) = (eht, pe (À)}r = (ys, 0). (7.1.19) 


On voit que la fonctionnelle 6 ({) de 6€ 6 se trouve prolongée en 
une fonctionnelle linéaire continue sur l’espace hilbertien Y, pré- 


cisément d’une manière univoque sur le sous-espace 6 Y qui 
est une enveloppe linéaire fermée des éléments 8€@. Nous pas- 
sons aux estimations non biaisées des fonctionnelles quelconques 
a—a(0) de 0€6 qui sont une restriction sur 6 & Ÿ d'une fonc- 
tionnelle linéairel continue dans l’espace hilbertien Y, représen- 
table par la formule générale 


æ(8)—=(y, 8), 68€, (7.1.20) 


où y—y(t), tET, est une fonction de l'espace Y. 

Il est bon de noter que pour qu'une fonctionnelle x (8) de 8€G 
admette une estimation linéaire non biaisée (c'est-ä-dire une estima- 
tion «CH (T) telle que Ma= (8), 0 CO), il Jaut et il suffit qu'elle 
soit une restriction sur O = YŸ d'une certaine fonctionnelle linéaire 
continue dans l'espace hilbertien Y. En particulier, pour une fonc- 
tionnelle du type (7.1.19) l'estimation linéaire non biaisée est 
donnée par Ë (6). 

En effet, vu l’isomorphisme unitaire décrit dans (7.1.17), la 
formule (7. 1. 22) qui sera déduite ci-dessous donne pour une 
fonctionnelle du type (7.1.20): 


où NCA (T) est une grandeur du type (7.1.18), correspondant à 
la fonction yE Ÿ. D'un autre côté, à chaque n € A (7) de la forme 
n = | p (4) D (dÀ) correspond une fonctionnelle a&(8) du type (7.1.21) 


pouvant être étendue de l’ensemble 8 Y à tout l’espace Ÿ. La fonc- 
tion y € Ÿ définissant cet espace est donnée par la formule 


y (t) = | efMop (à) F(dà), tET. 


Lemme 4. Quel que soit 8 € ©, tout n € H (T) admet une espé- 
rance mathématique finie Mon. Pour les n appartenant au sous-espace 
H (T) engendré par les grandeurs E (t), t € T, on a la formule suivante : 


Men = (n;, no), 8E0. (7.1.22) 


Démonstration. Toute grandeur n € À (T7) en tant que 


limite de variables gaussiennes de la forme D c;Ë (4) est elle-même 
gaussienne. Par conséquent, sont gaussiennes toutes les grandeurs 
ne € H (T}) figurant dans la formule (7.1.15) de telle sorte que la 
densité. ps — pe (w) est de carré intégrable pour la mesure P (en 
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d’autres termes, po — pe (©) fait partie de l’espace hilbertien Æ (T)). 
Pour une grandeur bornée quelconque n € H (Tjona 


Men = Mnpo — (n, pe). (7.1.23) 
Pour une grandeur quelconque n € H (T}, on peut choisir une suite 
de grandeurs bornées n:, 2, . .. convergeant vers n (dans l’espace 


hilbertien H (T)), fondamentale également au sens de la convergence 
en moyenne par rapport à la mesure P,: 


Mo | Nm — Mn = (fm — Mn bh Po) Mn — Mn I (Pe [| — 0 


pour m, n — co. Il est évident que la suite n, 2, . . . converge en 
moyenne par rapport à P, justement vers la grandeur n, car Pa est 
équivalente à la mesure P. Par conséquent M, | n | © et l’espé- 
rance mathématique Mon est donnée par (7.1.23). Pour les grandeurs 
E (t)}, 1€ T, on a simultanément les égalités suivantes (voir (7.1.4), 
(7.1.15) et (7.1.16)) : 


8 (0 = MOë (D = | e-tt po (A) F (4) = (EG), ne). 
Pour n = Et}, t € T, on déduit de l'égalité obtenue 


Mon —= (n, no) 


que l'espérance mathématique Man den € H (T), en tant que fonc- 
tionnelle continue linéaire du type (7.1.22) sur l’espace hilbertien 
H (T) (engendré par les grandeurs £ (f),4 € T}, peut s’écrire comme 
suit : 

Mon — (n; po) = (mn, no). 


On voit également que la grandeur n6 € H (T), figurant dans la 
formule (7.1.15), coïncide avec la projection de ps € H (T) sur le 
sous-espace À (T). Le lemme est ainsi démontré. 

Désignons par $ la o-algèbre engendrée par toutes les grandeurs 
no —=1e (w) sur Q (8 € O); désignons par ZL un sous-espace dans l'es- 
pace hilbertien A (T) formé par toutes les grandeurs n € H (T) 
mesurables par rapport à la o-algèbre #, et par L l'enveloppe liné- 
aire fermée de toutes les ne (0 € O). 

Comme nous l'avons déjà mentionné, en vertu des formules 
(7.1.15), (7.1.16), on a 


no = Dicune, pour 8  Dcrôu, 
et par conséquent (voir formule (7.1.22)) pour une grandeur quelcon- 
que nEH(T)ona 
Mon — (n, N6) — 2 Cr (n, ne.) = 2: cxMe,n. 


Ainsi, l'estimation linéaire non biaisée n € À (T) d’une fonction- 
nelle quelconque « (6) du type (7.1.20) (voir également (7.1.21)) 
donnée sur un ensemble paramétrique quelconque 0 = Ÿ est en même 
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temps une estimation linéaire non biaisée du prolongement linéaire 

de « (6) sur l'enveloppe linéaire fermée @ de l’ensemble initial ©. 

Ceci signifie que lors de l’élude des estimations linéaires non biaisées, 
on peut, sans restreindre la généralité, supposer que 

8 — 6. (7.1.24) 

Sous cette hypothèse nous avons affaire à une famille complète 

de distributions P:, 0 € @ (voir lemme 3), la o-algèbre nécessaire et 

suffisante pour le paramètre 6 € @ est la 5-algèbre $ engendrée par 


les grandeurs ns = 1e (w) de la formule (7.1.15), c’est-à-dire par des 
grandeurs du type 


no = | ge @) D (&), (7.1.25) 


où les fonctions po (N} € Lr (F) sont données par les équations inté- 
grales (7.1.16) : 


0(6= (ep (A) D(dN, 1ET 


{le paramètre Ô parcourt ici un système complet dans @). 

Soient & (0) une fonctionnelle du paramètre inconnu 6 € @ dé- 
crite par la formule (7.1.20) et n € Æ (T) une estimation linéaire 
non biaisée (voir (7.1.21)). Posons 


= M (n/%). (7.1.26) 
La o-algèbre 8 étant suffisante pour le paramètre 8€ @, on a simul- 
tanément 

a = Mo (n/5), BEG, 
et 
Mac = Mon = (0) pour tous les B€O, 
de plus 
My (a — 0 (8))° = Mo (n — @ (0)? — Mo (na) <M (n— « (8)}. 
(7.127) 
On voit que la grandeur & donnée par la formule (7. 1. 26) est une esti- 
mation non biaisée « améliorée». Cette grandeur &« = & (w) est me- 
surable par rapport à la o-algèbre S et, le système de distributions 
P, étant complet, se trouve Gtre l'estimation unique de ce genre, 
car. sin — n (w) est l'estimation non biaisée de & (8) mesurable par 
rapport à 5, on a 
Me (a — 1) = Moû — Mon = 0 


pour tous les 8 € ©, et par conséquent, on a effectivement & — n 

{avec une probabilité { pour.une distribution quelconque Ps). 
Pour les variables gaussiennes n € Æ (T)et no (0 € @) la grandeur 

mentionnée & — M (n/$) est la projection de n sur le sous-espace Z, 
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engendré par les grandeurs n6 € H (T) du type (7.1.25) (voir $ 5 
du chapitre Î). 
Désignons par Ls le complément orthogonal du sous-espace 
La H{(T): 
H (T) = L & Lo. 


Comme nous venons de le montrer, toutes les estimätions non biaisgées 
n € H (7) de « (8) ont même projection « sur le sous-espace L et donc 
admettent la représentation 


ñ — œ À, A € Lo. (7.1.28) 


D'un autre côté, pour À € Lo quelconque on a d’après la formule 
(7.1.22) 
MA — (A, no) = O0, 0€ 0, 


de sorte que toute grandeur du type (7.1.28) est une estimation linéai- 
re non biaisée de la fonctionnelle «& (8), l'estimation & € L (voir 
(7.1.27)) étant la meilleure parmi toutes les estimations. 

Il est bon de se référer aux relations (7.1.17). Les fonctions 8 € Y. 
correspondent aux grandeurs no € Æ (T), de sorte que (7.1.17) défi- 
nissent l’isomorphisme unitaire entre les sous-espaces ZL © H (T) 
et 0 & Y pour lequel 

HEL—-6E€G. (7.1.29) 


La fonctionnelle linéaire continue & (6) de 8 est définie d’une ma- 
nière univoque sur le sous-espace ® © Y par la formule 


a (8) = (8,, 8), BE, (7.1.30) 


où 0, — 0, (ft), t € T, est une fonction de © donnant la fonction- 
nelle & (8). En vertu de la formule (7.1.17) (voir également (7.1.21)) 
à cette fonction 6, € © correspond une estimation linéaire non biai- 
séen des sous-espaces L coïncidant avec la meilleure estimation «. 
Ainsi 

à = | Pa (à) D (dà), (7.1.34) 
OÙ Pa (W)ELr(F) est la solution de l'équation intégrale du. 
type (7.1.16) : 


Os (1) = | e-iMpu (à) F(dh), tET, (7.1.32) 
6. (t) figurant dans la formule (7.1.30) pour la fonctionnelle étudiée 
a (8)d…e 8 € 6. 


Théorème 1. Pour qu'une fonction « (0) du paramètre in- 
connu 0 € 6 ait une estimation linéaire non biaisée n € H (T) il faut et 
il suffit que a (0) soit une fonctionnelle linéaire continue sur l'éspace 
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hilbertien 9 & Y. Soit x (8) une telle fonctionnelle donnée par la for- 
mule (7.1.30). La meilleure estimation non biaisée à de a (8,0 € @, 
est donnée par la formule (7.1.31). L'ensemble de toutes les estimations 
linéaires non biaisées n de à (6), 8 € ®, est, du point de vue géométrique, 
un hyperplan dans l’espace H (T) de la forme 

L, =a@L (7.1.33) 
(voir (7.1.28)), où Lo est le complément orthogonal du sous-espace 
L = H (T) engendré par des grandeurs no du type (7.1.25). Le sous- 
espace L représente l’ensemble de toutes les meilleures estimations à 
( (pour différentes fonctionnelles linéaires a (0) de 8 € ®). Les estimations 
Os: - .» On de œ (8), .s Cn (8) sont les meilleures en ce sens que 
leur matrice de corréliian {s:3}, 855 = Mo (@; —«; (8)) (&œ; — «; (8)), 
est la moindre parmi les matrices de corrélation {o;;} de toutes les autres 
estimations non biaisées M3, . . ., n (055 = Mo (n; — «; (8)) (n; — 


— «;(8)), à savoir 
si} K {05} (7.1.34) 
(c'est-à-dire que la matrice {s;;} — {0;;} est définie négative). 
Démonstration. Hormis l'inégalité (7.1.34), toutes les 


assertions du théorème 1 ont été démontrées ci-dessus. Quant à l'iné- 
galité (7.1.34), elle découle du fait que la combinaison linéaire des. 


meilleures estimations a = = À Car appartient, en même temps que 
les estimations @4, : .., Gns AU sous-espace L et se trouve être la 
meilleure estimation non biaisée de la fonctionnelle correspondante 
a (8) — D 'crax (0) de 8€ 6. En comparant & avec l'estimation non 
biaisée n = D cxnx on obtient à l'aide de l'inégalité (7.1.27): 


Me (a— a (6) = à Cicjsi; SMo (n— & (0))* — DL CiCjOij. 


Les coefficients €, . .., ©, étant quelconques, on en déduit l’iné- 
galité (7.1.34). Le théorème se trouve donc démontré. 


Il est bon de remarquer que pour des grandeurs quelconques 
M: NEH(T)ona 


Mo (ni — Mon:) (n2 — Mon) = Mine. (7.1.35) 
Supposons maintenant que 8,, 86, . .. soit une base dans le sous- 
espace O © Ÿ, c'est-à-dire un système d'éléments complet dans 6 
tel que pour des nombres réels quelconques &,, @, ... on ait 
{| 2:46 IF * 2 Ge. 
Soit 67, 05, ... un système conjugué d'éléments : 
4 pour k — j, 
#* D.) — 
(8$; ji) { 0 pour k L j. 
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Chaque élément 0 € © peut être représenté d’une manière univoque 


sous la forme 
6 — > GR0p; 
k 


où a = (0Ë, 8) et > ai = || 8 IF, de plus pour des œ&, @, ... 
£ Ne 
réels quelconques satisfaisant à la condition | &Ë << oo, la série 
k 


S'ax0x converge rapidement et sa somme se trouve être un élé- 
n 


ment 6€ @. Le système conjugué 67, 05, . .. est également une 
base *), 


Théorème 2. Soit x — x (0), 6 € @, une fonctionnelle li- 
néaire continue sur le sous-espace 0 = Y donnée par la formule (7.1.30). 
La fonction la définissant 6, — 4, (t),t € T, admet alors la représen- 
tation par la série 


8, = d'a (0*) 04, (7.1.36) 
k 
et la meilleure estimation non biaisée & par la série correspondante 


d= 3 a (03) me, _ (7.137 
Où M1, Me, - - …, éléments du sous-espace L = H (T) correspondant sui- 
vant la formule (7.1.29) aux éléments @,, 02, . .., du sous-espace 
6 & Y, sont les meilleures estimations non biaisées des fonctionnelles 
du iype a (8) — (0;, 0) de 8 € @. La série (7.1.37) converge en moy- 
enne quadratique par rapport à chacune des mesures de probabilité Ps, 
6 € 6. 


Démonstration. Les éléments 8,, 6:, . .. sont une base, 
et la fonction 0, — 6, (t}, t € T, peut Ôtre représentée comme la 
série 


0, — 2 (8e, 0Ë) 0x — 24 (0*) 8: 


Vu la correspondance (7.1.29) entre 6 = Y et L & H (T), la base 
8,, 0:, . .. du sous-espace @ devient la base n,, n2, . . . du sous-es- 
pace ZL, de telle sorte que la meilleure estimation non biaisée & € L 
de la fonctionnelle & — & (8), correspondant à l'élément 8, € ©, 
s'écrit sous la forme de la série (7.1.37) : | 


œ — 2 (#4 (0f) MR. 


Pour «a (8) — (6, 80,) à partir de l'expression (7.1.37) on obtient 
que «= "x, C'est-à-dire que n, est la meilleure estimation non biai- 
sée de La fonction «* (8) — {8, 0,), 6€ 6 (k = 1, 2, ...). Enfin, 


*) Voir, par exemple, [4]. 
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la convergence rapide de la série (7.1.37) équivaut à la convergence 
en moyenne (par rapport à la mesure de probabilité P}, ce qui, compte 
tenu de la convergence de la série des valeurs moyennes 


2: a (84) Mons — 2 a (86) (nr, no) = 23 (84) (8x, 8) = (Bas 8) — à (0), 


équivaut à la convergence en moyenne quadratique par rapport à une 
mesure quelconque Ps, 0 € G. Lethéorèmesetrouve donc démontré. 

Notons que, si la base initiale 6,, 6,, ... . du sous-espace O0 = Y 
est orthonormée, pour des fonctionnelles linéaires quelconques &;, — 
—"&1 (8) et «> — «2 (0) de 8 € @ on a la formule suivante: 


Mo los — ou (0)] la» — Go (8)i — — (G4» QG) = = 2 ca (0x) cz (0x). 
(7. 1.38) 


En particulier, les meilleures estimations non biaisées Ô (4), 4€T, 
des fonctionnelles 6 (f) de 8 € @ du type (7.1.19) (où le paramètre t 
parcourt l’ensemble 7} par rapport à chacune des mesures de proba- 
bilité P, forment un processus aléatoire de valeur moyenne 8 (s), 
t E T', et de fonction de corrélation 


Mo LÔ (s) — 0 (s)] [À (4) — 8 (41 — > 8, (s) 64 (#), (7.1.39) 


où les fonctions 0, — 6, (4) de t € T, k = 1, 2, ..., forment une 
base orthonormée dans Le sous-espace @ de l’espace fonctionnel Y. 

Considérons le problème de l'estimation des coefficients de ré- 
gression (voir point 1). Supposons que le sous-espace soit de dimension 
finie N. Dans ce cas NW éléments quelconques de 9, linéairement indé- 
pendants, forment une base dans ©, tout comme N éléments quelcon- 
ques linéairement indépendants du sous-espae Z forment une base 


dans L. Si 8,, ..., 0N est une base dans ©, tout élément 6 € @ peut 
s’écrire comme 


6 — Da GO) 
k=1 
où a, = (0Ë, 6), k — 1, ..., N, sont les coefficients de régression 
dans (7.1.1), et 0, . .., 0% est un système conjugué de 8,, ..., 6. 
Soient nr; + - + Un le erandeurs du on L, correspondant 


suivant la formule (7.1.29) aux éléments 6,, . .., 0, Ces grandeurs 
peuvent être définies par la formule (7.1. 25): 


m=|eG)D(@), k=1,...n, 
où x (À) € Lr (F) est la solution de l'équation du type (7.1.16) 
Oz (t) — e-iMox (à) F(dà), +ET. 
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Les grandeurs n4 sont. les meilleures estimations. non biaisées des 
fonctionnelles &£ (6) — (03, 0) de 8 € 6. D'une manière analogue, 
aux éléments 0£ correspondent les meilleures estimations non biaisées 


œ, des coefficients ax — (0%, 0), & — 1, ., N. Vu l'isomorphis- 
me (7.1. 29), ces meilleures estimations &i, ..., & forment un sys- 
tème conjugué de "3, . .., nn: 

à 4 pour k = j, 

Gr 15) | 0 pour À  j. 
Les grandeurs 1, . .., nx étant une base dans le sous-espace L = 
= H (T), en utilisant la représentation 

a = Disins (k = 1, ..:, N), (7.1.40) 
j 

on définit les coefficients s;; (i, j = 1, , N) des équations 


Le 
Din Na) = = pou 
On voit que la ne {s;;} est inverse à la matrice de corrélation 
{ni n:)} où = 
ns ms) = (a phr= | pe G) p; Q)F (dM), (71.41) 
il, sa, 


Compte tenu de (7.1.40) il est facile de calculer également que {s;;} 
coïncide avec la matrice de corrélation des meilleures estimations 


dune Qu 
Mo (a; 7 œ;) (Ge — à;) = (Gi Gj) — Si (7.1.42) 
Jet, 5 Ne 
Pour conclure remarquons que la lens estimation non biaïi- 


sée d’une fonctionnelle du type (7.1.19), déterminée comme la 
valeur moyenne de 6 (?) en un point donné {€ T et étant une 
ON 


combinaisonre linéaire 8 (}— > «0 (té), est représentable sous la 
k=i 


forme (7.1.8): 
Ô (té) = "S Guôxt), +ET. 


$ 2. Sur les estimations de Ia valeur moyenne. 
Méthode des moindres carrés 


Comme nous l'avons déjà noté, la condition d'équivalence de 
toutes les distributions gaussiennes envisagées P,, 0 € ©, de valeurs 
moyennes 0 — 6 (t),4 € T, équivaut à ce que chacune des fonctions 
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8 — 6 ({) admet la représentation (7.1.16) signifiant que 8 — 6 (5) 
est une restriction d’une fonctionnelle linéaire continue (p, Per 
de € Lr(F) aux éléments ef € Lx (F). Il est clair que dans ce 
cas 6 — 6 ({) admet une représentation analogue par rapport à toute 
mesure spectrale G (dÀ) pour laquelle l’espace correspondant L} (G) 
est contenu dans ZLy (F} et [| @ [Ie Hp || & pour tous les p (D € 
€ Lr (G). | 

Si À, défini par l'égalité Ap (À) — œ (à), est un opérateur tle l’es- 
pace hilbertien L- (G) dans l’espace hilbertien L> (F), la condition 
mentionnée signifie que l’ opérateur B — A*A est borné dans L- (G) 
(A*Y étant l'opérateur conjugué de À). Sous cette condition, comme 
nous venons de le noter, la fonction 86 (t), £ € T, peut être représen- 
tée comme suit : 


o @ = {e-ñape (A) G (GA), # ET, (7.2.1) 


où 1e (À) € Lr (@. * 

Si cet opérateur Fe — AŸA est nucléaire, la représentation du 
type (7.2.1) est également vraïe pour le processus gaussien étudié 
E — Et), 1€ T (stationnaire par rapport à la distribution P): 
avec la probabilité 1 on a 


E (4) = [e-fin A) G(&, 1€ 7 (7.2.2) 


(voir à ce sujet le $ 6 du chapitre I), où n = n (à) est une fonction 
aléatoire gaussienne à trajectoires dans l’espace hilbertien ZL, (G). 
Comme toutes les distributions initiales P, sont équivalentes, la 
représentation (7.2.2) est également vraie (avec la probabilité 1) par 
rapport à toute distribution P;, dans ce cas la distribution correspon- 
dante de la fonction aléatoire n (à) € L+ (G) est gaussienne de valeur 
moyenne Vo (À) € Lr (G&) et son opérateur de corrélation coïncide 
avec l'opérateur B — AŸ*A mentionné ci-dessus, 
En effet, 


0(#)= Moë (D == | e- Mon (A) G (42) = | e-itpe (à) G(dh), LT. 
Comme la représentation (7.2.1) est unique il vient 
Msn (à) — ÿo (à); (7.2.5) 
de plus (voir $ 6, chapitre I): 
M5 LP, Me — (9, Ve)el LP; Ma —(Ÿ, Vo)el = 
—=M{(p, met, Mel=Min(phn(pl= 

—_ = (P, Ÿ}r = = (49, AŸ}r = Sid (A*A9, Ÿ)c — (BP, Ÿ)a; (7.2.4) 

où (voir formule (1.6.9)) 


1 (@= À p A) ® (AN = (p, Ma 9 E Lr (Q. 
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Considérons le processus aléatoire £ — E (t), 4 € T, « observé » 
comme un élément de l’espace hilbertien X composé de fonctions du 


type 
x (= À e-iMto (à) G(dd), tET, (7.2.5) 


de produit scalaire 


(Tr, Lo) = (Prs Pre (7.2.6) 


et estimons de plusieurs façons la valeur moyenne inconnue 6 — 

— 0 ({), {€ T, en tant qu'élément du même espace X. 

Ci-dessus nous avons montré (voir (7.1.24)) que, lors de l'étude 
des estimations non biaisées, sans restreindre la généralité, on peut 
considérer que l’ensemble paramétrique © est un sous-espace fermé 
dans l'espace hilbertien YŸ, analogue à l’espage hilbertien X, qui 
vient d'être introduit, mais muni de la mesure spectrale F(dh), 
mesure spectrale du processus aléatoire & — & (4) stationnaire par 
rapport à P. Mais l’ensemble 6, en tant que sous-espace dans l’es- 
pace hilbertien X, est en général non fermé. De plus, 

pour que le sous-espace Ô = X soit fermé il faut et il suffit qu'il 
soit de dimension finie. 

En effet, l'opérateur de l’espace hilbertien Y dans l’espace hil- 
bertien X déterminant l'application 


yHOEY—ybEx 


coïncide en fait avec l’opérateur conjugué A*, plus exactement, avec 
l'opérateur 4* dans Ÿ coïncidant sur les fonctions y € Ÿ avec les 
valeurs 4*y € ŸY, qui d’après la formule (7. L: 2 Su aux 
valeurs A*o, où ® € Lr (F) correspond à yE Y 


pt)= À ep (2) F (4h) = (ei, hr = 
= (4e, pr = (eh, A*pyG = | e-iht [AS (A)] G (dA). 


Ainsi, si le sous-espace @ est fermé dans X (si le sous-espace 
A*6 = X est fermé) l'application biunivoque 


HET + 0(DEX 


fait correspondre le sous-espace fermé O = Ÿ au sous-espace éga- 
lement fermé A*® & X, et par conséquent, d’après le théorème de 
Banach, il doit exister un opérateur inverse borné (A*)-1, Mais l’opé- 
rateur B — AA étant nucléaire, pour que l'opérateur inverse borné 
de A* éxiste, il faut et il suffit que le sous-espace @ soit de dimension 
finie. 
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Désignons par © la fermeture de © dans l'espace hilbertien X 
et considérons une estimation non biaisée arbitraire n € X du para- 
mètre 0 € © à valeurs dans X : 


Mn — 6, 6 € ©. 
La condition que l'estimation n € X est non biaïsée signifie que 
Main, zx) = (6, x) pour x € X quelconque. Si 6,, 8», . .. est une 


base orthonormée dans le sous-espace 86 X, et x, 2, . .. la 
complète jusqu’à une base orthonormée dans tout l’espace X, alors 


1 — 2 n; 0x) 04 + 2 (n, Th) LR 
et 
Men — 2 [Me {n, 0x)] 8x + D [Mo (n, 2x)] zx = 


— 21 (0, 0) 04+ 2 (0, zu) an== 22 (0, 04) Où = 0. 


On voit ainsi que. 


la projection n de l'estimation non biaisée nm sur le sous-espace Ô 
est également une estimation non biaisée de la valeur moyenne inconnue : 


ñ _ 2: (nm, 0%)0» 


et 
Msn — >(8, 0,,8, —=0, ÔE.O. 
Les grandeurs 1 — n et n — 6 étant orthogonales, on a 
. La — 81 = ln — 8 + In —n [À 
Molin — 8 1P = Mol n — 8 IP = Molln — n F < Molln — 9 |P 


(7.2.7) 
On voit que 
n € Ô est une estimation « améliorée » par rapport à l'estimation 


initiale n EX. 
L’estimation non biaisée la plus simple du paramètre 6 € 6 


est donnée par £. Désignons par £ sa projection sur le sous- espace à : 
Le 2i(E, 02)0z. (7.2.8) 


Pour l'estimation non biaisée Ë, appelée estimation des moindres 
carrés, On à 


Ml Ë— O1 = D Mol(E, 0x) — (8, OP — 
= 2 (B*6%, 0x) << oo, (7.2.9) 
22 
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——_——. 


car l’opérateur de corrélation B* de la variable gaussienne & € X 
est nucléaire (voir $ 4, chapitre I). 

Chacune des grandeurs réelles n: — (E, 0), &k =1,2, ñn, 
est une estimation non biaisée de la fonctionnelle o7 (8) — (0, 03) 


de 8 € @. Les meilleures estimations non biaisées &, k = 1, 2, ..., 
de «,(8) sont décrites par le théorème 1. Pour ces estimations OB 4 


Mo (x — (0, 02)? & Mo(tE, 0x) — (8, 0x))?,  (7.2.10) 
"1; 2, 
Les relations (7.2.9) et (7.2.10) donnent 


MDai= D Mai< D M(E, 0,ÿ= D (B*0», 0) << 00 
k R k k 
et donc avec la probabilité 4 on a 
Dia < co. (7.2.11) 
R 


Considérons la grandeur Ô € © définie avec la probabilité 1 par 
la formule 


ô "+ À Op (7.2.142) 


où sont!les meilleures estimations des coefficients «4 (0)=— (8, 64). 


Il est clair que À est une estimation non biaisée de la valeur moyen- 
ne inconnue 8 € 6, et quelle que soit l'estimation non biaisée n € X, 
en vertu de l'inégalité (7.1.27} on a 


M3 110 — 6.1? — 2 Mo (Gr — (0, O) & 
< D Mo (mn, 82) — (8, 83) & Mo In — 0 H, (7.2.13) 


de sorte que É grandeur Ô est la meilleure (dans le sens de l'inégalité 
(7.2.13) obtenue) estimation non biaisée du paramètre 0 € 6. 


Théorème 3. La meilleure estimation non biaisée 6 d'un 
paramètre inconnu 6 € O@ existe ; en tant qu'élément de l'espace fonction- 
nel X elle peut s'écrire comme 


Ô ()— | My (A)G(dh), ET, (7.2.14) 


où ñ (à) € Lr (G). Pour tout t € T donné, la quantité Ô (t) donne la 
meilleure estimation non biaisée de la valeur @(t) de la moyenne 
inconnue BEG@. Le processus aléatoire Ô (t), tE T, s'obtient 
par transformation linéaire du processus aléatoire « observé » e (t),4€T, 
définie par la formule 


Ô 4) = PSE, tET, (7.2.15) 
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où & est l'opérateur de projection dans l’espace H (T) sur le sous-es- 
pace L, engendré par des grandeurs du type (7.1.25). Le processus aléa- 


toire Ê — Ô (4) admet le développement suivant (voir (7.1.31)) : 
à (9) — | eo (à, à) D (&), (7.2.16) 
où p (à, t}est la projection de l'élément et € Lx (F) sur le sous-espace 


engendré par toutes les fonctions pe (À) figurant dans la formule (7.1.16). 
La grandeur n (A) € Lr (G) dans la représentation (7.2. 14) vaut avec 


la probabilité 1 
n (À) = 2 0 œPa (À), (7.2.17) 


où an, k = 1, 2, ..., sont les mêmes coefficients aléatoires que dans 
la formule initiale (7.2.12) et les fonctions x (à) € Lr (G) correspon- 
dent aux éléments 0, € X 


O,(#) = | e—Mpz (à) G(d), ET, (7.2.18) 
k = 1,2, 
Démonstration. En vertu de (7.218), on a 
0, (4) — (et, p()), ET, 


où Pr, À — 1, 2, ..., est un système orthonormé dans l’espace 
Lr (G), car 02, k — 1, 2, ..., est un système orthonormé dans 
l'espace X. Donc 


Di 02 (EP < | eiñt JE < 00 
k 


pour tout ? € T donné, et, comme >, QE <Z oo avec la probabilité 
k 
4 (voir (7.2.11)), la série | 


Ô() = Dab(t), 1ET, (7.2.19) 

= 
pour chaque t € T donné converge également avec la probabilité 1. 
Il est évident que la grandeur 0 (t}, pour t fixé, en tant que limite 


pour ñ —> oo des grandeurs ù «0» (t) de l’espace fermé L & H (T), 


appartient à Z et se froëve être la meilleure estimation non biaisée 
du paramètre inconnu 


6 (4) = Moô (4) — 2 [Mo al 0, (4), ET. 


Toutes ces estimations sont décrites dans le théorème 1 d’où décou- 
lent les formules (7.2.15), (7.2.16). Le théorème est démontré. 
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pm 


Il existe donc la meilleure estimation non biaisée ô — Ô (4) 
reproduisant plus exactement que les autres le paramètre fonctionnel 
inconnu 0.— 0 (4) du sous-espace @ € X. Cette estimation Ê € X 
fait partie de la fermeture © de @ (voir formule (7.2.12)). Remarquons 
aussi le résultat suivant. 


Théorème 4. La meilleure estimation non biaisée Ô appartient 
au sous-espace initial O, si et seulement si O est de dimension finie. 


Démonstration. D'après la formule (7.2.16) 
Ô () = | [Peint] D (A), tET, 


où & est l’opérateur de projection dans l’espace hilbertien Lyr (F) 
sur le sous-espace ZL engendré par toutes les fonctions po (à) liées 
à 0 € © par les égalités (7.1.16). © étant un sous-espace de l'espace 
hilbertien Ÿ, il y a un isomorphisme unitaire entre L et © (voir 
(7.1.29)). Si avec une probabilité positive, les trajectoires d’un pro- 
cessus aléatoire équivalent 0 — OH) tET, entrent dans Ÿ, il existe 
une fonction gaussienne & (M) E Lr(F) telle qu'avec la probabilité 
4 on ait l’estimation 


BE) = (et, D (à) }r, 2€ T 


(voir $ 6 du chapitre [), dont l'opérateur de corrélation se déduit des 
relations 


Mi(ei, E(A)}r (et, 6 (A))rl = M [6 (5) Ô (1 = 
= (Peirs, PER p — (FrPeis, EiM\ à, S, LET. 


On voit que l’opérateur de corrélation est SY*® — . L'opérateur 
de corrélation doit être nucléaire (voir théorème 1 du chapitre I), 
or l’opérateur de projection & n’est doué de cette proprieté que si 
le sous-espace ZL (et par conséquent l’espace © qui lui est isomorphe 
par un isomorphisme unitaire) est de dimension finie. Le théorème 
est démontré. 

Nous allons nous arrêter sur le cas à dimension finie. 
La meilleure estimation non biaisée 0 — 6 (t) d’une valeur moyenne 
inconnue 0 = 8 (t), t € T, peut s’écrire comme 


ô— ÿ NaËz, 
h=1 


où = sont les meilleures estimations non biaisées des coef- 
ficients ax — (0, 03), 06€ 0, dans le développement 


N 
D= >, 0% 
k=—1 
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de l'élément 0 € © suivant les éléments de base 8,, ..., 8,4. Dans 
le cas d’une base orthonormée 8,, . .., 60, les estimations correspon- 
dantes M: . .., 1, sont des variables gaussiennes indépendantes de 
même variante (égale à 1) (voir théorème 2). 

La meilleure estimation non biaisée 6 est le point de maximum defla 
fonction de vraisemblance L (6) — log po de 0 € 6, où pe — pe (w} 
est la densité P4 (dw)/P (do) donnée par la formule (7.1.15) : 


1 1 | 
L(B)=n—5 {nl = Dax Di ai. 
k k 


En effet, on peut voir que la fonction / (6) admet un maximum 
pour an ="a (k—1,...,N): 


D 1 | ns 
1(8)— D nà — 2 (6). 
. (8)= 21 À (0) 


Il y a lieu de remarquer que la méthode du maximum de vraisem- 
blance n’est pas applicable au cas d’un espace de dimension 
infinie, quand le processus gaussien / (6) ,8 € ©, n’est pas borné. 

C'est ce qu'on peut voir immédiatement à partir de la relation 
suivante : avec la probabilité 1 


À 
sup À (8) sup (ns, M. ...)——00, 
BEC 


OÙ Mrs # = 1, 2, . .., est une suite infinie de variables gaussiennes 
indépendantes de variance unité et de valeurs moyennes ay — (0, 0, 


telles que >, a? << oo ; 0,, 80, . .. est ici une base orthonormée dans 
k 


le sous-espace 6 © Y de dimension infinie, et 9, +, . .. les gran- 
deurs correspondantes dans le sous-espace L & H (T) (voir théo- 
rème 2). 
Il faut dire également que les conditions d’extrémum formelles 
pour la fonction de vraisemblance Z (0) de 0 = D 4,02, soit 
k 


ôt (8 

= 0, k — À, 2, .., 
donnent les meilleures estimations non biaisées 1: — «x des coef- 
ficients correspondants @x — (0,03), k = 4, 2, ..., mais comme 
les « coefficients » à, = nz, # = 1, 2, ..., sont tels que, avec la 


probabilité 1, la série Z n?£ diverge, dans l’espace hilbertient Y il 
n’y a pas d’élément représentable par la série 3 à,0,. Il est vrai que 


pour tout # € 7' donné la meilleure estimation non biaisée (£) peut 
être représentée par la série convergente (7.2.19): 


Ô ({)— 2 n0a (4). 
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Dans nos raisonnements précédents figurait l'espace hilbertien 
Lr (G) muni d'une mesure spectrale finie G (dh), ce qui nous a permis. 
d'utiliser directement la représentation spectrale (7.2.2) pour des 
valeurs isolées du processus aléatoire initial & (#), #t € Ÿ, coïncidant 
sur les fonctions œ (À) — eff avec les valeurs de la fonctionnelle 
aléatoire 


n (p) = (p, ne PE Lr (G), 


dont la valeur moyenne par rapport à la distribution P4 est Vo (à) € 
€ Lr (G), où Ÿ donne dans l’espace hilbertien Z, (G) la fonctionnelle 
linéaire coïncidant sur les fonctions @ (À) — et avec les valeurs 8 (+), 
tET (voir (7.2.3), (7.2.4)). Dès le début, au lieu du processus aléatoire 
& (t) du paramètre continu ? € T on aurait pu étudier le processus 
aléatoire généralisé n (p) de p € Lr (G) de valeur moyenne ÿe: 


(p, Va)e —= Mo (p, na 9 € Lr (G), 


et de fonctionnelle de corrélation B — A*A, où l'opérateur À de 
L,(G) dans Lr (F) agit conformément à la formule A = ®. Il y a 
lieu de noter ici (voir $ 6, chapitre 1) que l’espace L- (G) peut être 
défini comme la fermeture de l’espace de toutes les fonctions du type 


p()= À ee (t) dé, 
T 


où c (t) est une fonction indéfiniment différentiable, s’annulant à 
l'extérieur de l'intervalle T. | 

Lorsque l’on considère une fonctionnelle aléatoire du type (7.2.2) 
ou, ce qui est la même chose, un élément aléatoire n dans l’espace 
hilbértien L- (G), on doit envisager les estimations de la valeur 
moyenne Vo € Lr (G). Toutes les méthodes et les résultats exposés 
ci-dessus sont également applicables ici ; il suffit de passer de l’en- 
semble paramétrique Z à l’ensemble paramétrique Lr (G) et des 
valeurs Ë (t) et 0 (4), t E T, aux valeurs (p, n)a et (op, bol, PE 
€ Lr (G). 

Un cas particulier en est & (dà) — _ dh. Ly (G) coïncide ici 


avec l’espace des fonctions 


pA= | eïe(#) di, 


T 


où c (t} appartient à Z°? (7), espace de toutes les fonctions de carré 
intésrable, de plus, d’après l'égalité de Parseval 


(Par Pada — (ec (E), co (>= \ C1 (t)c2 (€) di. 
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Il est clair que l’on peut envisager la fonction aléatoire n (4) € Lr (G) 
de la forme 


n (A) = | eiMtE (4) dé, 


T 


ou directement le processus aléatoire initial & (t}, t € 7, en tant que 
fonction de l’espace hilbertien £? (T), ce qui en fait est la même 
chose (notons que 44 (à) = | eiht O (£) dt). 


T 


$ 3. Estimations pseudo-meilleures et leur 
consistance 


Supposons que le processus aléatoire « observé» £ (t), tET, 
soit un élément de l’espace hilbertien X défini précédemment des 


fonctions réelles x = x (t) de t € T de la forme (7.2.5). Soit ÔEX 
l'estimation des moindres carrés dela valeur moyenne inconnue 0 € 
c O0, 6 = X, donnée par la formule (7.2.8). 
Dans l'expression (7.2.8) figurent les estimations 
GR = (0x Ë) = (0x 0) 
des coefficients &, = (6, 0,),k= 1, 2, ..., dans le développement 


de l’élément 0 € 6 suivant une bàse orthonormée 6,, 02, ... € 6. 
Nous appellerons ces estimations, ainsi que les estimations du type 


a = (Bu D) = (Bus Ë) 
des fonctionnelles 
a (0) — (0,, 8) de EG (7.3.1) 


dans l’espace hilbertien X (où 8, € ®), estimations des moindres carrés. 
Les estimations des moindres carrés admettent la représentation 
spectrale suivante : 


à = | Pa (À) D (à), (7.3.2) 
OÙ Pa (à) E Lr (G) est la solution de l’équation intégrale 
®, (4) = | eitp, (À) G(&h), +ET. (7.3.3) 
En effet, en vertu des résultats du $ 6 du chapitre I on a 
G = (ar 0) = (Bus Ë) = (Qu 0) = | Pa (À) PE (A), 


où n (à) € Lr (G) est une fonction aléatoire de la représentation spec- 
trale (7.2.2). 
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Notons que dans le cas G (dÀ) — _ d} on a affaire aux estimations 
classiques des moindres carrés, lorsque le processus aléatoire « obser- 
vé»E —£&(i), t € T,est considéré comme un point de l'espace clas- 
sique hilbertien £? (7) des fonctions réelles x — x {t) de t € T de pro- 
duit scalaire 


Szilt)æ(t) pour t discret, 
1 


_ _ 
(ti, Lo) = (a, Vodc | ti (é) &2(t) dt pour t continu, 


ee ms, 
F3 


où Vu, VE Lr(G) sout liées à z,, EE L?(T) par une transforma- 
tion de Fourier habituelle 


| Dieikir(t) pour t discret, 

î 

dus | eñtz (t) dt pour t continu. 
T 


Les estimations du type (7.3.3) des fonctionnelles & (8) — {6,, 0) 
de0€O = S?T sont 


| D ()E(E) pour t discret, 
î 


Œ = 


| Ga (t)&(£) dt pour { continu. (7.3.4) 


T 


Par sa structure, la formule (7.3. 2) coïncide avec la formule 
(7.1.31) (voir théorème 1) de sorte + si G (di) était là mesure spec- 


trale du processus stationnaire € (t), 4€ T, les estimations @ 
du type (7.3.2) seraient les meilleures estimations non biaisées des 
fonctionnelles du type (7.3. 1). 

Ce paragraphe est consacré à une nouvelle classe d’estimations, 
généralisant les estimations des moindres carrés et contenant comme 
cas limite les meilleures estimations non biaisées. 

Les formules (7.3.2), (7.3.3) sont vraies non seulement lorsque les 
trajectoires du processus « observé » Ë — £ (t), t € T, font partie de 
l'espace hilbertien correspondant X, mais également lorsque seules 
les conditions 


Lr (GS ELr(F), No llr KE le PE Lr (@ (7.3.5) 
(mentionnées au début du $ 2) sont vérifiées. Si G (dÀ) était la mesure 
spectrale du processus stationnaire & — E (4), les formules (7.3.2), 
(7.3.3) donneraient les meilleures estimations non biaisées pour des 
fonctionnelles du type (7.3.1). La mesure G (dÀ) permettant de cons- 
truire les estimations (7.3.2) sera appelée mesure pseudo-spectrale 
et les estimations (7.3.2), estimations pseudo-meilleures (pour des 
fonctionnelles du type (7.3.1)). 
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On a la formule suivante: 
Me |o A) D (GA) = (9, ble, PELr(G, (73.6) 


où Ye (à) € Lr (G) est une fonction dans la représentation spectrale 
(7.24) de 86€ @ 

Dans le cas où le processus aléatoire Ë — Ë (t), t € T, est un élé- 
ment aléatoire de l’espace hilbertien X (construit pour La mesure pseu- 
do-spectrale G (dÀ)), cette formule a été déjà établie (voir (7.2.3)). 
Dans le cas d'une mesure finie quelconque G (dd), pour p (À) = eîkt 
la formule (7.3.6) coïncide avec (7.2.1) et s'étend à une enveloppe 
linéaire fermée des fonctions @ (À) — ei, £ € T, c'est-à-dire à tout 
l’espace hilbertien. .L+ (G) (comparer avec (7.1. 22)). 

En vertu de (7.3.6) 


Mo =Mo | Qa (4) D (dà) = (Pas Vo)e — (Bar 0) == & (0), 
8€O, (7.5.7) 


ce qui veut dire que les estimations pseudo-meilleures sont non biaisées. 
La propriété importante des estimations pseudo-meilleures est 
leur invariance dans la multiplication de la mesure pseudo-spectrale 
G (dk) par un facteur constant quelconque k. 

En effet, la fonction w, (à) de la formule (7.3.2) est déterminée 
d’une manière univoque par la relation 


@ (9) = (Par Vo)e 0 EG, (7.3.8) 


où les fonctions Vo (à) € Lr (Get 6 (4) € © sont liées par la formule 
(7.2.1). De toute évidence on a 


6 (t)— | eh [k-Mpe (À)] kG (À) 
et | 
(Par Æ More — (Par Ve)e — & (8), 


de sorte que par rapport à la mesure pseudo- spectrale kG (dh) la 
fonction p, (À) dans la formule (7.3.2) est la même que par rapport 
à la mesure initiale G (dÀ). 

‘Considérons le processus observé EË — £ (4) sur les ensembles 
T = T,, To», . .. tels que 


RER ES — 
Nous parlerons des estimations pseudo-meilleures dr du type 
(7.3.2) construites d’après les observations du processus aléatoire 
E = E (4) sur l'ensemble correspondant T = 7,. 


Soit « (8) une fonctionnelle linéaire de la valeur moyenne incon- 
nue 0 — 6 (ti), t € T*. avec 


T* = {JT;, 
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continue pour un certain nr = Ro par rapport au produit scalaire 
(64, 8: }n Œ (Pa; V6) (7.3.9) 


du même type que (7.2.6), c’est-à-dire que les fonctions 8 — 6 (é), 
t € T*, de l’espace paramétrique © et les fonctions 18 (4) € Lr (G) 
sont liées par une relation du type (7.2.1): Un 


8 () — | ehhbe (À) G(dA), 1€ Th. (7.3:10) 


Lemme 5. Les produits scalaires mentionnés sont tels que 
HO Ih < 19 <<... (7.3.11) 


Démonstration. En effet, si la représentation (7.3.10) 
est vraie pour un certain 7,, en prenant la projection ÿ$ de l’élé- 
ment 8 € Lr (G) sur le sous-espace Ly,, (GQ) = Lr, (G), m<n, 
on obtient | 

O (6) — eh, 6e = (etht, P')e EE Tm, 


c'est-à-dire qu'on a également la représentation (7.3.10) pour tout 
Tu = Ta: l'élément correspondant £$" étant la projection sur Lr,, (G) 
de l’élément initial 46° € Zr, (G). On en déduit 

IL O Im = PE Île SV Île = 19 Îh 
pour m < nr quelconque, ce qu'il fallait démontrer. 

Les inégalités (7.3.11) permettent de croire que si la fonctionnelle 
linéaire « (8) de 0 € © pour un certain nr == n, est continue par rap- 
port au produit scalaire (7.3.9), elle sera douée de cette même pro- 
priété pour tout r > no, de telle sorte que pour tout n > noona une 
représentation du type (7.3.1), (7.3.8): 

a (0) = (pa, 6 )e, BE, (7.3.12) 


à laquelle correspond l'estimation pseudo-meilleure non biaisée 
du type (7.3.2): 


Gn — | eZ (À) D (à). (7.313) 


Nous dirons que les estimations &@,, nr no, sont consistantes si 


Mo lan — @ (8) = [| p& lire — 0 (7.3.14) 
pour n —> 00. | | 
Supposons pour le moment que G (dA) soit la vraie mesure spec- 
trale et que a, soient les meilleures estimations non biaisées construi- 
tes d’après les observations de Ë (4), { € Ts. | 
Rappelons (voir théorème 1) que dans ce cas la meilleure estima- 
tion &, construite d’aprèsiles observations Ë (f), £ € T, est l’unique 
estimation non‘-biaisée dans l’espace ZL © H (T) engendré par toutes 
les grandeurs ne, 0 € ©, du type (7.1.25). Pour l’espace hilbertien 
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correspondant Lr (G) (G (à) étant la mesure spectrale) ceci signifie 
que parmi toutes les fonctions œ (4) € L- (G) donnant les estimations 
non biaisées | @ (4) ® (dÀ) de la fonctionnelle étudiée &« (6) de8 € 6, 
seule la fonction æ, (4) déterminant la meilleure estimation appar- 
tient au sous-espace L & L+ (G) engendré par tous les éléments pos- 
sibles 1% (À) € Lr (G) de (7.2.1); de plus p, (À) coïncide avec la 
projection sur l’espace mentionné L & L} (G) de la « caractéristique 
spectrale » æ (4) de toute autre estimation non biaisée | p (4) ® (4). 
4 De même, mp (À) coïncide avec la projection sur Z, = Ly, (G) 
de toute fonction @% (À) (pour m < n}, L, étant le sous-espace engen- 
dré par toutes Les fonctions 48 (4) € Lr, (G), 8 € ©. Par conséquent. 
pa — pole = || pa lé — 11 pallé — 0 

pour m, ñn-—> 00 et il existe la limite 

pa (À) = lim pG (4) (7.3.15} 
Ti + 00 


(dans l’espace Lyrx (G)). En passant à l’espace Lr+ (F} sous la condi- 
tion (7.3.5) pour T = T*, on voit qu'il existe un élément qé (à) € 
€ Lr (F) tel que 

Il pa — p& | r — 0. (7.3.16} 


On en conclut (voir (7.3.14)) que la condition nécessaire et suffisante 
de consistance d'une estimation est donc 


pa (À) = 0 (7.3.17) 


presque partout par rapport à F (dÀ). 
Ainsi, sous l'hypothèse supplémentaire de l’équivalence de la 
mesure G (dà) et de la vraie mesure spectrale F (dÀ), avec de plus 


LOL) (7.3.18) 
1 ler KG Ile op € Lr+ (G) 


(comparer avec (7.3.5)),pour que les estimations &, soient consistan- 
tes il faut et il suffit que la fonction limite œ# (4) dans (7.8.15) soit 
égale x 0 presque partout par rapport à G (dà) ; il est évident que ceci 
équivaut également à la condition 


lim |] @£ | = 0. (7.3.19) 


Définissons Ô, comme l’espace de toutes les fonctions réelles 
0—6 (1), 1€ T*, qui est la fermeture de l’espace paramétrique 6 
par rapport à la norme || 0 || — {| #6 ÎlG, et posons 


8 = n 8. 
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Considérons la fonction 
D* (4) — | e=iMp# (À) G(d), +ET*, (7.3.20) 


liée par une formule du type (7.3.10) à la fonction limite œé (à). 

Il est facile de voir que 0* € @, car 0*(#) est la limite (dans chaque 
æespace fixé @,,) d’une suite des fonctions 

en le-M (EN, n>m. . 

Toute fonctionnelle linéaire « (6) de 8 € © du type étudié (c’est-à- 

dire continue pour une certaine norme II 8 [ln —= | 'YE Île) par suite. 

de la’continuité s'étend à la fermeture 6, et d'autant plus à l’ espace 


Ô. En particulier, à partir de la formule (7.3.12) par continuité on 
obtient également la valeur 


oc (0*) = lim a (0") — Le (pE, Pa) = pa [lé 


Ti 00 


Ainsi, pour la consistance des estimations. pseudo-meilleures &, 
il faut et il suffit que 


œ (0*) — 0. (7.3.21) 


Sans restreindre la généralité on peut considérer que 0 = ©, 
car la classe des estimations pseudo-meilleures non biaïsées pour 
l'ensemble paramétrique initial @ coïncide avec la classe de telles 
estimations pour son enveloppe linéaire fermée Ô (danslesens mention- 
né ci-dessus) (à ce. sujet voir la remarque à la page 269). Supposons 
alors que 


6 — @. 


Désignons par @* le sous-espace dans © formé partoutes Les fonc- 
tions 8 — 4 (t), t € T*, admettant la représentation spectrale du 
type (7.3.10): 


 ()— À etape (1) G(dA), 4ET*. (7.3.22) 


Pour les éléments 0 € @*, à partir des formules (7.3.10), (7.3.12), 
vraies pour nr > ñ, quelconque, on obtient 


œ (8) — (pu Ve)e = (Pa Vo)c; (7.3.23) 
d’où en cas de consistance des estimations pseudo-meilleures «, 
il vient | 

a (8) — 0 pour 8 € E*. (7.3.24) 


Avec la condition de consistance (7.3.21) ceci conduit au résultat 
suivant. 
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Théorème 5. Pour la consistance des estimations pseudc- 
meilleures &, de la fonctionnelle linéaire a (8) de 0 € © il faut et il 
sufjit que la condition (7.3.24) soit satisfaite. 

Notons que si le sous-espace O* de toutes les fonctions 8 — 8 (é}, 
tE T*Y, admettant la représentation spectrale (7.3.22) ne contient 
qu'un élément trivial 8 (4) = 0, pour toute fonctionnelle linéaire 
œ& (0), 8€ O6, la condition (7.3.24) est vérifiée et, en vertu du théo- 
rème », toutes les estimations pseudo-meilleures (pour toutes les 
fonctionnelles a (8) de 0 € @) seront consistantes. Inversement, la 
consistance de toutes Les estimations pseudo-meilleures signifie que 
(voir (7.3.24)) 

& (0) — {Pas Ve)e — 


pour toutes les fonctionnelles linéaires (pour tous Les éléments p&.€ 
€ Lr, (G), n = 1,2, .), par conséquent on a %Ÿ9 = 0, c'est-à- 
dire que le sous-espace _@* est trivial. 
Cherchons les conditions spectrales nécessaires et suffisantes 
pour que 
6 = 0, (7.3.25) 


c'est-à-dire pour qu'aucune des fonctions 8 ({) € @ n’admette la re- 
présentation (7.3.22). 
Supposons que la mesure pseudo-spectrale G (dÀ) soit absolument 
continue et la densité pseudo-spectrale g (À) — G (dA)/d\ bornée. 
Si sous ces conditions la fonction 8 (t}, t € T*, admet la représen- 
tation (7.3.22), pour € Telle coïncide avec la fonction 0 (£), —o0 << 
<< t << œ, de carré sommable, qui est la transformée de Fourier de 


la fonction Ô (À) = Yo (à) £ (à) de carré intégrable satisfaisant de 
plus à la condition : 
| 16 (À) À 


20 dÀ << 00 (7.3.26) 


(comparer avec la condition (3.4.6). D'un autre côté, si une fonction 
0 (ft), — 00 <T £<Z oo, du type décrit existe, pour & € 7* elle admet 
la représentation (7. à: 22), où Yo (à) € Lrx (G) est la projection de 
la fonction 0 (A}/g (À) de Li_, w) (G) sur le sous- espace Lrx(G). 


Ainsi, dans le cas d’une densité pseudo-spectrale bornée g (à) 
nous avons obtenu le résultat suivant. 


Théorème 6. Pour que les estimations pseudo-meilleures 
soient consistantes il faut et il suffit que chacune des fonctions 6 (&), 
t E T*, de l’espace paramétrique fermé ® soit douée de cette propriété. 
que ou bien 6 (t}),t € T*, ne soit pas de carré sommable *), ou bien pour 
*) C'est-à-dire que D°8 (4)2= 00 pour # discret et | O{t#}2 dt — oo pour t# 


. — © — 00 
continu. 
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un prolongement quelconque jusqu'à la fonction 9 (£), —oo <'i << 00, 
de carré sommable la transformée de Fourier de À (À) satisfasse à la con- 
dition 


Î RE dh= 0. (7.3.27) 


Une conséquence simple de ce théorème est la condition nécessai- 
re et suffisante de la consistance des estimations classiques des moin- 
dres carrés (correspondant à la densité pseudo-spectrale g (À) = 1): 


S) 8(4)2= 00 pour t discret, 
. 7.3.8 
| 8 (4)? dt = © pour t continu. se) 

Dans le cas général Le sous-espace 6* de toutes les fonctions du 
type (7.3.22) n’est pas trivial. 

Théor ème 7. Pour l’ensemble paramétrique O*, les estima- 
tions pseudo-meilleures à, convergent pour n— oo vers l'estimation 
pseudo-meilleure a (de la même fonctionnelle «& (0), 0 € G*) construite 
d'après les observations de E (+), t € T*. 

Démonstration. La relation (7.3.23) montre que 

a (8)— (pa; Vo)a 8E6*, (7.3.29) 


et, compte tenu de la relation limite 
En = À pED (dÀ) —+ À paD(dà), 


ceci démontre le théorème, car en vertu de la formule généra- 
le (7.3.2) l'estimation pseudo-meilleure pour une fonctionnelle du 
type (7.3.29) est 


= | o8 @ DR). 


$ 4. Estimations des coefficients de régression 


1. Remarques générales. Nous nous arrêtons sur le cas où l’es- 
pace paramétrique © est de dimension finie et le problème de l’esti- 
mation des fonctionnelles linéaires & (0) de 0 € 6 du type (7.3.1) 
envisagé revient à celui de l’estimation des coefficients &1, . .., &w 
dans le AE des fonctions 8 (f) de © suivant une base 


0, (£), 5 » 0x (£) : 
8 () = 0 () +... +axôn(), #ET*. (7.41) 


… Considérons le sous-espace gx de toutes les fonctions 8 — 0 (£), 
te T*, de @ admettant la représentation spectrale (7.3.22). Choi- 
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sissons dans 0* & @ une base 0,, ..., 0,* que l’on complète jus- 


qu'à la base 6,, . .., On ‘dans tout l’espace @. 

Soit 7, = T2 = ... la suite des ensembles (U Th = T*) sur 
chacun desquels toutes les fonctions 0, (6), k - = À, ., NV, admet- 
tent la représentation spectrale (7.3.10) : 

6, @= | ei MMpe (À) G(dh), 4E Ta. (7.4.2) 


Soient a&?, ..., an les estimations pseudo-meilleures des coeffi- 
clients 1, ..., An: 2 


” | (1) D(&), k=1,..., N: (7.4.3) 


dans cette formule œ?, ..., où est un système d'éléments conjugué 
de .#?, ..., ÿ% (voir formule (7.1.40)), à savoir | 


N 
p4 (À) = à Sk;Ÿ5 (A), (7.4:4) 
J—= 
où la matrice {s%;} est l'inverse de la matrice dont les éléments sont 


GR, De [be (1) 7 GE (4, 
1 1= #4, ss N, 
de plus 
Shi (ph, Pie k, j—1, ..., N. 
Les formules (7.4.2) ét (7.4.4) permettent d'écrire 


ë : …_. . N 
fer AE = S 4; À e-hpr (1) G(dà)= S 0; (6), 1ÉTa. 
j=1 


En passant à . limite pour 7 —o on obtient 


; sh0,()— À e-Mpf(2)G (an), 1ET*, 
ÿ—1 
ph (A) = lim qù (M€ Lrs (G) 
et 


sh; = lim 5%; — Jim (ok, Pc 


ne 


(voir la relation limite. (7.3.15)). On voit que les combinaisons liné- 


aires 2 st,0 ; (&) des éléments de base 8,, . . ., 6, font partie du sous-. 
=: . : à | 
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espace O* d'éléments de base 6,, ..., 0 +, ce qui ne peut avoir lieu 
que si 
N 


D s0;()—=0, k=1,...,N. 
. j=N#H 
Mais comme 6w+11, ..., ON sont linéairement indépendants, les 
égalités obtenues ne sont vraies que si 
ht) l=0, = N*4+1,..., N. 
Ces égalités signifient que 
lin oo, k=N*+1,...,N, (7.4.5) 
AN 00 
cest-à-dire que 
la méthode des estimations pseudo-meilleures donne une estimation 
correcte des coefficients au, k — N* +14,... N, Pour les autres 


coefficients oi, . . ., œn+ les estimations pseudo-meilleures &;,. .., 
an+ qu'on construit d’après les observations de £&(t), tE TY, 
sont données par les formules mentionnées ci-dessus, à savoir : 


ax = | ox (A) D(d), k=1, ..., N*, 


avec 
Næ 
Pa. (à) = 2 Se; Ÿ; CR), 


où les fonctions WY:(À) se déterminent des équations. 


04 (t) — À e-ip, (A)G (4), +ET*, (7.4.6) 
k—1, ..., N*, 
€t 
{Sa} = {pes Pia} = {Pas Via} (7.4.7) 


Supposons que toutes les estimations CRE a? soient consis- 
tantes. En se basant sur les résultats du $ 3, il est facile de trouver 
que pour cela il faut et il suffit que pour c1, . .., cn réels quelconques 
on ait 


N 
lim || Z cat (M Île = oo. 


Considérons une mesure (complexe) H?; (d\) donnée par la formule 


VR (A) (Q) 


RO Gen 7.4.8 
Tlive € 2) 0) 


k; (dA) = 
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qui pour %—+co converge faiblement vers une certaine mesure 
H;(dÀ), c'est-à-dire que pour une fonction quelconque continue 
et bornée m(À) on a 


lim | p (A) Hidi= | (A) Ha: (à). 


Nous allons supposer que la convergence faible de H?; vers H;; 
a lieu pour tous les k, j — 41, ..., N, en d’autres termes, on «a une 
convergence faible des mesures matricielles H7 = H: 


H°={HP}, H—{H. 


Nous dirons que la fonction (4) est H-admissible, si sous la condition 
de convergence faible Æ*° = H on a la relation 


lim | p (À) A" (dh) = À p (À) Æ (dà). (7.4.9) 


Les fonctions admissibles forment une classe linéaire, fermée par 
rapport à la convergence uniforme et contenant non seulement des 
fonctions bornées continues, mais également des fonctions continues 
par morceaux avec un nombre fini de discontinuités aux points À 
de mesure nulle À (À) — 0 (et évidemment une enveloppe linéaire 
fermée de ces fonctions). 

En introduisant la matrice diagonale 


IE Île 0 
D,= | (7.4.10) 
0 IPN Île 
on obtient pour la matrice de corrélation {0f;} des estimations 
ar... aÿ l'expression suivante tirée des formules (7.4.3), (7.4.4) : 


(on) = {| or (a) = {55} {| vr GO) FU} {3 


À À 
= {4} D, { [n() _. in sn TG (4h) } Da {si} = 


= {55} Da { | A (A) Hi (à) } Da {6h}, 


F (d) 
G (d)) ? 
et {s;;} et D, sont des matrices données par les formules (7.4.7) et 
(7.4 10). 

Supposons que la densité h (À) = F (di) /G (dh) soit admissible. 
En vertu de la condition de convergence faible (7.4.9) on a 


lim a | k (à) H£? (dà) = | RAM) Hni(dh), k, j=1, ...,, N, 


h (À) — 
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‘de plus 
D, Da {cer @n} ={ [ar e)} 


Par conséquent, sous la condition supplémentaire que la matrice 


H= {| (@)} 
soit régulière, ce que nous appellerons dans la suite la régularité de la 
mesure H (dh), nous avons 

lim D, {sh} D, un HE, 


TL OO 


Finalement il vient 


lim D, {0%} Da H74| | R(A(G)|HE (7411) 


Ainsi 
sous la condition que les mesures matricielles H" (d}) de composantes 
du type (7.4.8) soient faiblement convergentes vers une certaine mesure 
H (dà), que de plus la matrice H — \H (dd) soit régulière et la densité 
h (À) = F (dh)/G (dk) admissible, la matrice de corrélation {o%;} 
des estimations pseudo-meilleures satisfait à la relation 
{ok} — Dit LH À à GA (a) H-1 D 


{où la. matrice diagonale D, est donnée par la. formule (7.4.10)) et en 
particulier | 

où = Mo for — al = O {lu lle} Æ—1,...,N. 

2. Efficacité asymptotique des estimations pseudo-meilleures 


(cas discret). Ci-dessous nous trouverons les formules asymptoti- 
ques explicites du type (7.4.11) pour la matrice de corrélation {0f;} 


des estimations pseudo- -meilleures &?, . .. aY, construites d'après 
les observations du processus aléatoire & (t) sur l'intervalle 0 < £ <n 
(le temps £ est discret). On supposera, en général, qu'il existe une 
densité spectrale continue / (4) satisfaisant à la condition 


 LfÜO) EC (7.4.12) 


(pour c, et c, positifs), que les fonctions 6, (£), ..., 8, (ét) sont telles 
que 


L() 
lim D, 04 (= 00, 
n+æ Ù 


| ml " [= 0 14 67 y} 


k=1,..., N, 


(7.413) 
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et pour tous les k, j = 1, ..., N, pour chaque valeur de s, existe la 
limite 


DETTE 


bn — 
VS 0x (t)2 y> 8; (#2. 
0 


Il est facile de voir que la fonction matricielle 
R (t) = {Rr; @)}, —00 << t Lo, 


est définie positive en ce sens que, pour tout instant £, fo, . , . et 
Cis Cos - . . réels quelconques, on a 


2 CpCaRpha (En — ta) > 0. 
»9 


— À»; (s). (7.4.14) 


On sait *) qu'une telle fonction matricielle admet la représentation 
spectrale de la forme 


R (t) = | en H° (à), (7.415) 


où H° (à) — {H?; (dh)} est une mesure matricielle définie positive, 
c'est-à-dire que les composantes HŸ; (d}) sont des mesures complexes 
(à variation bornée) et la matrice 4° (Aj— {HŸ; (A}} est définie posi- 
tive pour tout ensemble mesurable A. 

Nous dirons que Æ° (dÀ) est {a mesure spectrale ##) de la fonction 
vectorielle {6, (#), 2 (#), ., 0xv (t)} Nous allons supposer que 
H (dh) est régulière (c'est-à-dire que la matrice H, — | H°{(dA) est 
régulière). 

En vertu de la condition (7.4.43) pour n — © on a 


n—s 


2 04 (£+s) 8; (r) 2 04 (+5) 0; (4) 


a Jen = AT LR nn a 
vi 6x (9)? VS 8; (4)? | D 6x (2 VE 6; (t) 
. à À 
—= | ets ACCRO 
11 8% I1go N 87 co 


G° (4h) = | SH" (4h), 


*) Voir, par exemple, [22], page 30. 
**) Cette notion a été fructueusement utilisée par U. Grenander et M. Ro- 
senblatt dans l'étude de l'efficacité asymptotique des estimations des moindres 
carrés, voir, par exemple, [28], ainsi que le théorème 10. 
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+ 


ou 
ŒA)=derio(t, k=1, ...,N, 
. | 
Go (4h) = d 
et 


07 (2) 07 (À) 
1182 {go 11 87 Îlgo 


Par conséquent, pour chaque valeur de # 


R(= |; (a) = tin | is" (a), 


H33" (4h) = GO(dA), &, 1=1,...,N. 


ce qui équivaut à la convergence faible de la suite des mesures 
Hy;"(d}), pour n—+ oo, vers la mesure H};(dÀ): 
Hi = Hs (k j=1,..., N). 

Ainsi, la mesure spectrale Æ° (dÀ) des fonctions {8, (£), . .. 


..… 0 y (t)} déterminée à partir de la formule (7.4.15) coïncide avec 
la mesure matricielle dans la formule (7.4.11), correspondant à la 


mesure pseudo-spectrale G° (dk) — _ dÀ. 


Finalement on obtient une formule asymptotique du type (7.4.11) 
pour la matrice de corrélation {0%;} des estimations des moindres 
carrés, estimations pseudo-meilleures correspondant à la mesure 


pseudo-spectrale G° (dk) — ah, à savoir 
pour une densité spectrale H°-admissible on a 
lim D {0%;} D = 2nR (0)! À f(X) Hd) R(OY4, (7.4.16) 
Ti — 00 


où R(0)— {a (dk) et DS est une matrice diagonale du type 


VE 


D}, = 
0. vs 6 (4)? 


Considérons maintenant les estimations pseudo-meilleures af, ... 
., a correspondant à la mesure pseudo-spectrale G& (dà) de densité 


1 
£ (4) dé 91 | Q (eïà) Ê ? (7.4.18) 


(7.4.17) 
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m 
où Q(z) = >, g,2* est un polynôme à coefficients réels n’ayant pas 
k—0 | | 


de zéros dans le cercle unité | z | & 1. 
Cherchons la solution % (À) € Le , (G) de l’équation 


N—=\ e-it — , À. 
8(?) {e b (À) ROURE OSiSn. (7.419) 


Considérons La fonction 86 (é) définie pour tous les # par l'égalité 
(7.419). Pour 0 £ t  n elle coïncide avec la fonction initiale 6 (£), 
O<i< n. Introduisant l'opérateur de déplacement A: 


AG (t) — 6 (t + 1) 
et l'opérateur 
M 
Q(A)=— > quA, 
k—0 
on obtient les relations suivantes 


ie —i Ah 1 [in _WQ) _ 
Que(= | 1Q(Ae MT pre gr Jertt EG d7 0 


pour £ <C 0 car Q (z) est une fonction extérieure et 1 (À)/Q (et) fait 


partie du sous-espace Z{0, œ) (G°). 
Dans Île cas où r = m l'équation obtenue 


\ 


Q(AO(= Dm +H)=0, = 4 —2, 


permet de déterminer successivement les valeurs de la fonction 
étudiée O(£) pour £— —1, —2,..., à savoir: 


{ am 
0(—1)= — + D m0 (1), 
R—1 


0 0 0 9 + ne 


2 0 8 7 + 


D'une manière analogue on peut trouver les valeurs de 60({) pour 
t—n+1, n+2,... à partir de l'équation 


QUAD (D= À mOG—F)=0; t=n+1, n+2, 
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à savoir: 
BR 1)= 5 D qu 6(n+ 1H) 
k=—1 
B(R += 2 D mô(n+i—H), 
k=1 
Puis 
Q(AT)Q(A)8 (= [IQ (A QE MR Er = 


= Lena) —o <1<io, 


d'où l’on voit que la solution (4) de l'équation (7.4.19) est 


b(A)= D eiñtz (t), (7.4.20) 
6 
avec 
(1) = Q (AT) Q(A)9(#, —co Li< 0%. 
{Notons que pou m<t<n—m dla fonction z({(i) — 
— (9 (A1) Q (A) 0 (é) est déterminée par la fonction initiale 6 (f).) 
Il est alors facile de voir que 


m 


D exo (A7) Q(4)8 (= Den 2 ao (EE += 


m 
= À got À eM-MDD (EH j)— 
k, —0 t=0 


De 


—1Q (ei) EX et (s) +7 (A), 


où dans la somme trigonométrique 


m n+m 
r(A)= D'aneiñk + D breirk 
mm nm 
les coefficients 
m—i 
a= »; ch0(j), 
j=0 
M—1 


b, — 2 ch (n — j) 
= 
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sont des combinaisons ae des valeurs 6 (j),j = 0, ..., m—1, 
et 0 (k), k — n — 1, — m + 1. On peut voir que 
la solution de” : Te abon (7.4.19) est de la forme 
= | Q(e%) PO (A) + r (à), (7.4.24) 
où 


À (à) = D ei O (+). 


‘Appliquons les résultats obtenus aux fonctions 6, (#), . .., Un (). 
D'après la formule générale (7.4.21) on a 


DE (A) = 1Q (er) PR (A) + ré Q), 
où sous la condition (7.4.13) 
Ar&lle= 0 {1188 Ilco}, k—1,.:.,N 
(rappelons que G° (dÀ) — d\/2n et G (dà) = 1/2n| Q (et) |?), Donc, 
si la mesure spectrale (matricielle) H° (dA) des fonctions {0,, (t), .. 
. 0% (&)} existe, pour toute fonction p (4) bornée et continue on a 


| VE (A) V7 (À) 
lim À) —————©>@—— G(dx) = 
ne ai IF 8% Ilgo Il 97 Ho ME 
6). (à). 670) 


= lim À ein) [2 
lim | o( DO ( Le 118? [lco 


L | p(A)IO(A)P HY;(dA) (7.422) 


G° (dà) — 


et en particulier 


(Pr: Ve iA\ 2 70 
—— © — — e\ |? H?;(dÀ). 
D le lE te | 104 )(? A; (&A) 


On voit que la mesure matricielle Æ (dà) — {H,; (dh)} dans ja 
formule asymptotique (7.4.11) a pour composantes 
| | | 1/2 
Ba) = [À 1Q (er) thx (a) À 7 1Q (e#) PAR (AR) x 
1/2 


x TION; ()|", (7.423) 
et la matrice diagonale D, est telle que (voir (7.4.10), (7.4.17)) 


lim DD = 
AIT TS) 0 L 
0 V/ À 10 ein) P At (a) 


Finalement on obtient le résultat suivant. 
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Théorème 8. Supposons que les fonctions 0, (ft), . .., 0x (t) 
aient une mesure spectrale H° (d}) non dégénérée et qu’elles satisfassent 
à la condition (7.4.13), et soit la densité spectrale f (À) H°-admissible. 
Pour toute densité pseudo-spectrale g (à) de la forme 

{ 
À) = — 7.4.24 
g (À) 211 O0 (A) P ( ) 
la matrice de corrélation {0%;} des estimations pseudo-meilleures Qié dass 
.., an satisfait à la relation asympiotique suivante *): 
_— 
8 @) 


x | À h (à) A (a | [iTA COR (7.4.25) 


lim Df, {08} Di = 2x | EURE 


À 
DUREE 


et D, est une matrice diagonale (7.4.17). 
Considérons des estimations linéaires non biaisées quelc o n- 
queëes, que nous désignerons toujours 


GR = | g (2) D (a, k=1, ...,N, 


comme les estimations pseudo-meilleures étudiées ci-dessus. Nous 
allons montrer que sous la condition (7.4.12) pour la matrice de corré- 
lation 


{oi}= { | 8 A.) 7 0) 7 (0 à.) 
on a l'estimation asymptotique par défaut suivante 


Jim D} {ok} Dh > 2x { | es H°(4)} 7".  (7.4.26) 


Pour la démonstration nous nous servirons d’une inégalité géné- 
rale. Si 21, . .., x, Sont des éléments quelconques d’un espace hil- 
bertien, et y,, . .., y, des éléments linéairement indépendants, on a 


{es 2}, 29} = {Cr va} {Ge yo} {Gn yo} = 
Fe {{æi, yr)} {Ua y} {(ÿ, y1)}"; (7.4.27) 


*#) Il y a lieu de mentionner que [a relation (7.4.25) est vérifiée pour une 
densité pseudo-spectrale positive et continue quelconque g (À) (voir Y. À. R o- 
zanov, M. O. Kozlov, Estimations asymptotiquement efficaces des coej- 
ficients de régression (en russe). Doklady Akademii Nauk SSSR 1 (1969)}, mais 
pour les applications pratiques on peut évidemment se limiter aux densités 
pseudo-spectrales du type (7.4.18). 
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OÙ Zi, Xn, donnés par les formules ci-après, sont les projections 
des éléments initiaux Z, ..., x, sur le sous-espace engendré par 
les éléments y,, . .., Un: 


ai 2 ca (ei, Li) Yh: i= 1, s..s PE, 


{Cri} = {ya VOTE. 
En appliquant l'inégalité (7.4.27) aux éléments p? (4), . .., ov() 
et 1 (A)/A (À), . . ., 1pN ()/h (à) de l’espace hilbertien L(_, 0) (F) 


on peut écrire 
{OR} — {(P: Pr) > 
Z>{(p}, Vk)a} { + ÿA (A) D? (À) GO @)} ((p5, Wie)"; 


car les éléments 47/4, ..., sont linéairement indépendants 
et, sous la condition (7.4.12), les éléments ®?, ..., à font partie 
de l’espace hilbertien L{_>, «)(G), de plus 


ñ ve (À) — {2 n ; sf 
Cor, = We à =. N, 


VEG)  HON (za 5 
CT , nn ),=| Fa) Va (4) Ts 49° (A) G(dà), 
6, TJ: Nes 


(Rappelons que À (à) = f (A)/g (A) et g (À) = 1/2n | Q (ex) 2.) 
À partir de la représentation spectrale (7.4.2) et vu l’absence du 
biais des estimations «af, . .., an. il vient 


a = M= | pe (À) Mo (dà) = 


= E SE 


N 
= (gr S'ape(À)G(dà), i=1,...,N, 
R—1 


d'où,les coefficients &,, ..., &, étant quelconques, on tire 
(E est la matrice unité). Par conséquent 
À) en _1 
> { | ur (HE GG AN} 


Comme sous la condition (7.4.12), quand 1/f QG) > c > 0, on 
a l'inégalité | H° (à) > c | H° (dh), il vient que, en même 


Î 
f (Q) 
temps que la matrice H° — | A (dA), sera régulière la matrice 
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[+ FT —— H° (d}), et à partir de la relation (7.4.22) on obtient 


lim D9 {ot} D > 


NN — 00 


| £8Q Se (A) RU pe (A) : k 


Ainsi, sous la condition 4, 12), pour des estimations linéaires 
non biaisées quelconques a?,..., an dont la matrice de corrélation 


est {6%;} on a l'inégalité (7.4.26). 
Montrons que pour les meilleures estimations (de matrice de cor- 


rélation {s,;}) cette inégalité devient une égalité. 
I] est clair qu'il suffit de montrer que 


_. HV(&h) |. (7.4.28) 


Li D4 {sh} D < 2x | | 


Démontrons l'inégalité (7.4.28). Sous la condition (7.4.12) 
la fonction positive continue 1/f (À) peut être approchée aus- 
si exactement que l'on veut par des polynômes trigonométriques 
(positifs), toujours représentables sous la forme 2x | Q (eïà) | 2. 
Donc dans la formule (7.4.25) on peut prendre la densité pseudo- 
spectrale 


1 
DAS TPTLTÉ 
différent aussi peu que l’on veut de la densité spectrale f (A4). Comme 
on a toujours {5;} & {ok}, il vient également 
lim D} {s8;) DE 


<a[ [Tran [ea] ral 


où g (À) peut être prise aussi voisine que l’on veut de f (4), et par. 
conséquent l'inégalité (7.4.28) doit également être vérifiée. 
Des relations (7.4.26) et (7.4.28) découle le résultat suivant. 


Théorème 9. Sous la condition (7.4.12) et supposant que: 
la mesure spectrale régulière H° (dk) existe, on a la formule asymptotique 
suivante pour la matrice de corrélation {2} des meilleures estimations 
non biaisées : | 


lim Da {sk} Da = 2x Lee Han]. (7.4.29) 


Ï (Q) 


_ Les résultats obtenus ci-dessus permettent de trouver les condi- 
tions d'efficacité asymptotique des estimations pseudo-meilleures. 
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Rappelons que l'efficacité d’une estimation non biaisée & du 
paramètre &, dans le cas où il existe la meilleure estimation non biaïi- 
M (a — œ}? 
L(x— a)? 
Les estimations œ?, ST a sont appelées alors asympiotiquement 
efficaces si 


sée à de & à variance minimale, est donnée par la relation 


M (G7 — a»)? 
no M (ar — a)? 


=" HT: sa Ni: 


Montrons que, dans le cas qui nous intéresse, l'efficacité asymp- 


totique des estimations pseudo- -meilleures DE ae de a équivaut 
à la condition < 

lim D° {sk} D, = lim D£ {Or} D. (7.4.30) 

ñt—+ 00 5, | 


En effet, dans le cas que nous étudions il existe des matrices 

limites régulières 
{ar;} = lim Da{sk;} Da, {25} = lim D {0%;} Dh 
définies positives, dont tous les éléments diagonaux 
axx = lim désikdg et br = lim dé cdi 
sont par conséquent différents de zéro (d£ sont ici les éléments diago- 
naux de la matrice de normalisation D9). La condition (7.4.30} 
signifie que {a:;} — {b;:;} et en particulier que 
lim (d£ se — lim (dé)? où = 0. 

Par conséquent, sous la condition (7.4.50), la condition d'efficacité 
asymptotique lim sk/0% = 1, k = 1, , NV, se trouve remplie. 
Cette condition signifie à son tour que où — Skk — — 0 {ok}, où 


où — br (dé)? et comme la matrice {o%; — s};} n'est pas né- 
gative, pour tout k,j = 1, , Nona 


[ o% — Sh5 | (hr — Shx)1/2 (of — 57) 2 = 0 |V oo]. 
j j 


D'où on déduit que, dans le cas des estimations asymptotiquement 
efficaces 


br; = Lim dé [sé + (0; — sk;)l d? — 
= an; + lim d£é (oh; — sk;) di = axj, 
k, Tease, 
c'est-à-dire que l’on a ]a relation (7.4.30). 
Nous allons utiliser les formules asymptotiques (7.4.25) et (7.4.29). 


Soit une mesure matricielle normée oi type (7.4.23) 


1/2 


COCO DETENTE) ETS NON) ETS DT) RSS 
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où g (À) est la densité pseudo-spectrale. Dans ce cas, lorsque les for- 
mules (7.4.25) et (7.4.29) sont vérifiées, la condition nécessaire et 
suffisante d'efficacité asymptotique (condition équivalente à (7.4.30)) 
est 


| h (À) H* (4h) — LE FE @) |, (7.4.31) 


avec À (À) — f (à)/g (À). 

Montrons que, pour que cette égalité soit vérifiée, il faut et il suffit 
f() 
" 8 (à) 
à H* (GA) : LAS EE C, plus exactement 


HT) 
(4) + _ 
(LS WE C)H ()=0, (7.4.32) 
où E est la matrice unité et C — {c,;} une matrice constante. 

Pour la démonstration, introduisons les densités 

H}; (dx . 
ha; (À) = HT, k, = ..) N 

(par rapport à une mesure m (dÀ)} et écrivons la matrice positive 
{h,; (À)} comme un produit 


{ri W)} — (Pin (À) } {pas (À) }, 


où {p;,} est la racine carrée positive de la matrice {k;;}. Les fonctions. 
vectorielles œ; (À) — {1 (À), . . ., @;x (à)} peuvent être considé- 
rées comme des éléments de l'espace hilbertien où le produit scalaire 
des éléments o — {p1, ..., œn} et ÿ — {b,, ..., wx} est donné 
par la formule 


que la matrice scalaire 


E soit constante presque partout par rapport 


N 


y, = À 5 ox (À) m (a). 
k=1 


Considérant les éléments 
Vhqi={(VR (A) pa, .. VRO i= À, RE N 
et 
1 a ER 
Ve { VRo ŒDits -..; VA G) Din (à) } : 
on voit que 
KVRe Vredl= 2024 (a) 


et 


Cr ve 77 9) } > [ro an. 
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de plus 


QUE CNET 


L'égalité (7.4.31) peut alors s’écrire sous la forme suivante : 


LVhe: Vred)= {EVR er. 77%) } x 
x pro 7e 2) Vie rm) } 


Cette relation est en général une inégalité (voir (7.4.27)), l'égalité 
n'ayant lieu que quand les vecteurs |/ À (à) Pi (ui), - .., V À (à) pr (à) 


1 
VrT P1 (À), 


1 , \ . , ‘. 
TO) Pn (à), c’est-à-dire quand pour ‘une certaine matrice 


sont des combinaisons linéaires des vecteurs 


constante € = {c;;} De partout par rapport à m (dÀ) on a 
VA pa (À) — 5 Ci —— TE pa), à k=1,..., N. 
D'où 


N 
h (A) À qua (À) as (A) = Re (A) Ras (A) — 


NN 
= à C2 Carr (À)] as (À) = 2 Cinhaj (À), 
ainsi, presque partout par rapport à m(dk)jon a 
À 
(RE — {eu} ) U:()}=0, 
ou 
(À) + _ 
(RE 0) a 
ce qu'il fallait démontrer. L’ égalité (7.4.32) permet d'obtenir faci- 
lement le résultat suivant. | 
Théorème 10. Sous la condition (7.412), pour l'efficacité 
asymptotique des estimations pseudo-meilleures des coefficients &1, . .. 


.. œn dans le développement (7.4.1) (correspondant à la densité 
pseudo-spectrale g (À)) il faut et il suffit que la fonction matricielle 
TRE soit constante presque partout par rapport à H° (d). 


3. Efficacité asymptotique des estimations pseudo-meilleures (cas 
continu). Considérons le problème de la recherche des estimations 
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pseudo-meilleures a*, ..., at d'après les observations du processus 
ë (t) sur l'intervalle 0 < £  T, T — 1, — oo, dans le cas continu. 
Dans quelle mesure les formules asymptotiques de la matrice de cor- 
rélation {0%;} obtenues pour le cas discret peuvent être généralisées. 
au Cas continu ? 

Il est évident que la mesure spectrale A (dk) — {H%; (dà)} 
de la fonction vectorielle {0, (4), . .., 0, (#)} peut être déterminée 
de la même manière que dans le cas discret, c’est-à-dire que les com- 
posantes H$; (dk) sont données par les relations 


T 
[ ®, (2+-s) 83 (4) di 
Ra; (s)= lim 5 ———#@——— = 
ne Vi 0: (£)2 dt V 6; (+)2 dé 
0 Ô 
_ | éhH9;(dh), k, j—=1,..., N° (7.4.88} 


(en supposant de plus que la fonction {R;; (s)} soit continue au 0). 
Soit | 


T 


lim | 6: (1)? dt = 00 


max | 0; ()|—0 V Î 8: (4)? di 
OST 0 


Rd sa:sy Ve, 


et la ilensité spectrale f (À) est H°-admissible *}), A9 (d\) étant régu- 
lière. Comme dans le cas du temps discret, la matrice de corrélation 
{0k;} des estimations des moindres carrés satisfait alors à la relation 
(7.4.16) : 


et 


? 


lim D {o8;} D°, — 2nR (0): À f (à) A°(&à) R (0ÿ'1, 


où R (0) = H° — | H° (db), et Drrest une matrice diagonale du type 
PORECRRSE | 
} | O: (#2 dt 0 
Ô 
D, = | (7.4.34) 


0 V Ex (6)? dt 


7 *#) Voir la définition à la page 294. 
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Mais, lors de l’étude des estimations pseudo-meilleures correspon- 

dant à une densité pseudo-spectrale g (À) du type 
1 

g (À) — TO À (7.4.35) 


où Q(z} = D 922" est un polynôme à coefficients réels, il y a lieu de 
h=0 


répondre à la question si le passage à la limite dans une relation du 
type (7.4.22) est légitime, car la fonction Q (iA) n’est pas bornée pour 
— 00 <T À <Z 00. La même question se pose lorsqu'on se sert d'une 
formule du type (7.4.29) car la densité spectrale f (4) est intégrable et 
la fonction 4/f (À) n'est pas bornée pour — © << À << oo. 


Supposons que les fonctions 6, (4), ..., 0, (t) admettent 2m 

dérivées continues et pour les fonctions {y, (t), . .., yy(t)}, où 
d 

Ya O=Q(+)80, k—1,...,N, (7.4.36) 


il existe une mesure spectrale régulière, que nous désignerons par 
H (dk) — {H;,; (dh)}. Supposons s _. LC 


de 


— 6, 0 |= La y; ( vrai (7.4.87) 


k—0, , 2m;.j=i, .., N. 


Sous la condition fa. 4, 30 l'existence de la mesure spectrale 
H (dk) est équivalente à une convergence faible (vers H':(dA)) de la 
suite des mesures matricielles M" (dh) — {M3;(dÀ)} de composantes 


EG) 70) 
28 co 11 7? go 


M; (d}) = GA), k:j=1,...,N, (7.488) 


où 


T 
JE (À) — | etntys @jdt, k=1,...,N 
0 


(T—7T,— 00) et G° (dh) = dh, c'est-à-dire que pour une fonction 
bornée et continue (À) on a 


lim | eg M" (h)= | PGA (D). 


Reportons-nous à la formule (7.4.3) donnant les estimations pseu- 
do-meilleures, construites d’après la densité pseudo-spectrale g (à) 
du type (7.4.35) et soit l'équation intégrale correspondante 


: dx 
6 (t) — | e7 hp (A) An ]Q (GE ‘ OLIST (7.4.39) 
20* 
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(du type (7.4.6)) par rapport à la fonction + (à) € Lo, «1 (G). 

Supposons que la fonction 0 (f), —oo << i << o, soit pour tous 
les { définie comme dans (7.4.39). Le polynôme © (z) dans (7.4.35) 
étant une fonction extérieure (par rapport au demi-plan inférieur), 
pour toute fonction # (À) du sous-espace Lio, ©) (G) le rapport 
Ÿ (À)/Q (—iÀ) sera une fonction de ZL{o. x) (G°) (voir $2, chapitre II), 
donc pour la solution 1 (à) € Lio, (F) et la fonction correspondan- 
te O0 (£) on aura 


è | À) dÀ ge 
© — +) 8 (4) — | cn ET) 2. = pour : <<, 


Pour des raisons analogues on aura 
À) d nn 
Q(+ )e@= fe er tar PT) 5 =0 pour #57 


car {A)/Q (GA) E L(_0, 1] (G°). 
On voit que la solution Ÿ (À) € Lo, 1 (G) desl’équation intégrale 
(7.4.39) est la transiormée de Fourier *) généralisée de la fonction 


généralisée 
d \. à nn d DA. 
1H=Q0(+)0(-7)00-0-+)0(7) 80: 

Mais pour 0 <+t<<7T le premier membre de l'équation (7.4.39) 
coïncide avec la fonction initiale 0 (?) admettant 2m dérivées ordinaïi- 
res; la fonction ordinaire Q —-+) +) (6), comme démontré ci-des- 
sus, s’annule po — 00 <T 1 < 0 et par conséquent la fonction géné- 
ralisée z (ft) — (+ 7 ) | Q (——+ ] 6 () | pour — 00 «7 {<T 7 s'obtient 
par _— de On EM Q ee ) à la fonction ordi- 


naire Q (— +) (4) lisse par morceaux, s'annulant pour 


—00 <T È << 0 et admettant 2m dérivées pour 0 << T. 
Il en est de même pour z (té) lorsque 0 << £ << ©, de sorte que fina- 
lement on obtient la formule suivante**) pour la fonction généralisée 


z (&): 

2 (= 20 (t) + 5 ar ôt (à + S ba (t— +), 
où les coefficients a; et De. sont des A on des déri- 
vées . ordre non supérieur à m—1 des fonctions Q (— +) 8 (t)et 


Q (=) (t) aux points limites ? — 0 et £—7v, les ni généra- 
lisées 6tH(t) et ÔU)(t — T) sont les dérivées k-ièmes de fonctions 


*) Voir, par exemple, [6]. 
#*) Voir, par exemple, [22], page 191. 


8 4] ESTIMATIONS DES COEFFICIENTS : DE RÉGRESSION 309 


aux mêmes points & = 0 et £ — +, z (t} étant une fonction ordinaire 
de la forme 


d d | 
ol 2-2) (a )00 pour O<LI< 7, 
{ 0 pour tous les autres é. 


En introduisant la fonction 
At 
y()=0(+)00, 0<i<r, 


on peut écrire la solution (A) de l'équation (7.4.39) comme suit : 
T m—1 m—i 
sf” d : Eye in . 
b (À) — \ eint [Q(—-+)7® | dt+ S''ai GA) + D bieint (ia. 
6 k=0 k=0 


En intégrant par parties on a 


t m—i m—i1 
= Q(A) Àey(o dt+ 5 a GA + D Bert (ape, 
0 k=0 R=0 


où les coefficients ax et bx sont des combinaisons linéaires des déri- 
vées d'ordre non supérieur à » — 1 de la fonction y (t) aux points 
limites 4 — Oet t — t. En utilisant l'égalité obtenue 

la solution 1} (À) de l'équation (7.4.39) peut s'écrire sous la forme 
(comparer avec (7.4.21)) 


p (À) = Q (à) y (À) +7 (), (7.4.40) 


D] 


ou 
T 


7 ()= À étty(#) de, 
0 
et les coefficients ax et b, dans l'expression 


m— { 


m— 1 
Er (M) = 2) ani) + D, baeint (2) 
à 0 0 


sont des combinaisons linéaires des dérivées d'ordre non supérieur à 2m—1 
de la fonction initiale 0 (t), 0 < t & T, aux points limites t — 0 


et L—T: | 
2m—1 2m—i 


a = >, chj80) (0), b= Di ch:00 (x). 
i=Ù (2=0 
Appliquons les résultats obtenus aux fonctions 4? (4),..., d# (À) 
ayant servi à construire les estimations pseudo-meilleures af, ... 
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. ., an (voir (7.4.6). D'après la formule (7.4.40) 
pr (À) = Q (à) ya À) + rx (), (7.4.41) 
He: 'iN, 
où sous la condition (7.4.37) le « reste » rx (à) satisfait à la relation 
[re = 0 {IA 217% [læ}, 


vt donc pour la mesure pseudo-spectrale G (41) — (où 


| 21 | Q (ë) |? 
Q (z) est un polynôme de degré 2m) on a 
rx Île = 0 {Il vx | co}.i 
À partir de (7.4.41) il est facile d'obtenir 


PL ke Île 


mn 00 eu ve [lGo 


= À 


et sous la condition de convergence faible des mesures M de (dA) intro- 
duites ci-dessus (voir (7.4.38)) on a 


| pie (A) PF D) _ 
an Î PO nie © = 


_ RO) 
ro | Ÿ O Tate T8 co VHS Îlgo Î y} la 
= | pÜA)Ha;(dh), k j—1,..., N (14.42) 


G (4h) = 


(pour une fonction bornée et continue quelconque  ()). On jvoit que 
les mesures matricielles A" (dÀ) — {H}; (dk)! de composantes 
pe (A) 7 Q) 

IE Il 1e QG 
convergent faiblement vers la mesure spectrale A (dà) — {H,; (d)} 
de la fonction vectorielle {y, (é), ..., ya (#)} 

Ainsi 

pour la matrice de corrélation { 6:;} des estimations pseudo-meilleu- 
res on à la formule asymptotique (7.411) dans laquelle H (dh) est la 
mesure spectrale des fonctions (7.4.36), à savoir : 


A; (4h) = G(4N), k,j=1,..., N, 


11 {0 - 
lim Da {0h} Da = H [I Hd) |H 4, (7.448) 
où H =\4 &), D, est une matrice diagonale 
I1Y? Ice 0 
D, = L., 


0 178 [lc 
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et la densité spectrale f (À) et la densité pseudo-spectrale g (1) — ATUWTE 
sont telles que .le rapport 1 : soit H-admissible *). | 


Voyons comment sont liées les mesures spectrales Æ (dh) et H° (dà). 
En intégrant par parties on peut trouver la relation suivante, 
analogue à (7.4.41) 


peo= À eu Lo (-L) 000 ]ar= 0 (— 5988 +78 
0 


où, conformément aux désignations précédentes, 
T 


ô£ (À) = | eiM,, (t) 


0 
et le reste rx (à) satisfait (sous la condition (7.4.87)) à la relation 


Ir lle 0 {1178 Ice}. 


Donc, si la suite A” (dÀ) converge lentement, on a 


: 1 LEE on 
in | TUE Gétes  ()= 
a et 7 (A) 
= lin | ou Mi) | ae An 
ainsi que 
; 1. EE IH 6R lco 
I = ————— dÀ — lim ——— , 
lim | RUE poele NE NS les 


On voit donc qu'il existe uné limite finie et différente de 0 


88 lc 
di = lin =, 
no || 4 lo 


ESS PE 
De plus, on peut facilement voir que 


20) x, (= pu _ may 
rar Ne | Te marais 


GC (à) = 


8e) 84 
à [un fon rer 


118 llgo ll 87 Ilgo 


pour toute fonction bornée et continue p (à). 


Go «| = | | ep 4° (@) Ja 


*) Comparer avec la condition (7.3.5) introduite précédemment, qui se 
trouve remplie si le rapport f (A)/g (à) est borné. 
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ns 


—— — mm 


Ne montre que si la mesure spectrale Æ (dh) des fonctions y, (t)— 


= (+ +) 0% (), k — 1, ..., N, existe, les fonctions initiales 
8 (#), K 1; N, ont également une mesure spectrale H° (dA) 
liée à A (dX) par a relation 
0 — }-1 L 1 
H°(d})=d"1| DIU H (an | a, (7.4.44) 
où la matrice diagonale 
di 0 
d — 
Ô dy / 
a pour éléments diagonaux 
ôz 
ao et 


T-+ 00 Il yÉ ra 
Si maintenant en utilisant la relation (7.4.44) on passe dans la 
formule (7.4.42) de Æ (dA) à H° (dA) et que l’on remplace la matrice 
de normalisation D, par la matrice 
Ne 0 
REA == dL),, 


0. I6Kllc 
on obtient en particulier le résultat suivant. 
Théorème 41. Si la densité: pseudo-spectrale  g (à) — 
= {1/2n1Q5 (GA) |? est telle que la fonction h (à) — soit bornée, la 
densité spectrale Ÿj G) continue *), si de plus les fonctions 


{Q (+) Ont) (+ Hi +) 0» @} possèdent une mesure spectrale 


non dégénérée et la condition (7.4.37) est remplie, on a alors pour la 
matrice de corrélation des estimations pseudo-meilleures la formule 
asymptotique a ++) A (7.4.25)) : 


lim D {68} Di = | | — rar À° an] "x 


x [fr@ aan ][T 2 y A° (@) | ,  (7.4.45) 


*) Il “Il suffit en fait de supposer que la ni k (À) = f (À)/£g (À) est H-ad- 

missible. 

**) [l y a lieu de noter que la formule (7.4. 45) a été obtenue et généralisée 
au Cas des densités pseudo- spectrales JOBILINES uniformément continues g {À} 
admettant une limite lim g(à) À" par A. Holévo Sur les estimations. 

—} + 00 

des coefficients de régression (en russe}. Teoria veroiatnostei i eïe primenenia XIV. 
n° 4 (1969), 78-101. 
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où H(dh) est la mesure spectrale des fonctions 6, (t), . .., 0, (£} 
et h (À) — ir , 


Notons que pour une densité spectrale du type f (À) — _ | Q (à) | 
cette formule donne l'expression asymptotique suivante pour la 
matrice de corrélation {s};} des ne Sd non biaisées : 

lim D {575} Di = 2n | er —— H° ( an |” (7.4.46) 
AN —+ 00 S 


(comparer avec (7.4.29)). 

Cherchons maintenant les conditions pour lesquelles l'inégalité 
(7.4.26) établie pour le cas discret, sous la condition f (4) & 1, 
sera vérifiée. Cette dernière condition peut avoir, par exemple, la 


forme | 
FA) K (+2), (7.4.47) 


où » est un nombre entier positif. 
Considérons les SPA pseudo-meilléures, construites d’ . 


la densité spectrale g (À) — _ [Q (GA) |? où Q( —(+i)"e 


HO) 


supposons que les fonctions y} (4) — Q (+) GE : 


possèdent la mesure spectrale Æ (dÀ). Tout comme lors de l’établisse- 
ment de l'inégalité (7.4.26), on obtient pour la matrice de Corréla- 


tion {0%} des estimations linéaires non biaisées quelconques a?, . .. 
.., äN l'inégalité suivante: 


(on}> {À Eve (G) PE G) 6 D} 


(notons que sous la condition (7.4.47) la fonction g (À)/f (À) est bornée, 
plus exactement g {(À)/f (À) = 1). En utilisant la relation générale 
(7.4.42), on en déduit que, dans le cas d'une densité spectrale con- 
tinue f (À),on a 


lim D, {ok;} D, > 
| £ (1) #7 1 
>1 20 MOD Gil [80 ça 
ie FQ) il ÿE ao | #7 [Go )} [] HO ] 
En passant ici de H(dA) à H°(dX) (voir (7.4.44)) et compte tenu 
que gQ)=-— 10 (A) [* on arrive à 
lim Df {ok} Di 2n [ Es 


0 
ro AG] 
qui est une inégalité du type (7.4.26). 

Supposons maintenant que la densité spectrale f (à) ne satisfait. 
pas à la condition (7.447) mais seulement à la condition 


fQ>k( +7. (7.4.48} 
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où k est une constante positive. Introduisons la densité spectrale auxi- 


liaire 
fr Q) = min {r (1 + 4), j Q)}. 


11 est évident que f, (À) satisfait à la condition (7.4.47) et si {ok5}r 
est la matrice de corrélation des mêmes estimations linéaires &}, . .. 


‘ah que ci-dessus mais calculée par rapport à la densité spectru- 
le f. (à), en vertu de l'inégalité qui vient d’être démontrée, on a 


lim Da {Oki}r Dr > 27 | | — 


y À° an]. 


Comme f (à) > f,. (@), de toute idencé il vient 


{0%} Æ {Okj}r 
et 


lim Dÿ {625} DY >2n | À 


nn — 00 


1 À 
Fo A° () | 


pour r > 0 quelconque. Mais pour r -> oo la suite de fonctions à dé- 
croissance monotone 1/f, (À) a pour _—— 1/f (À), de sorte que 


e Â 
LL ro 4n = |) 
{Î 


lim D? {0%} Di > 2x | | y À @)1, (7.4.49). 


où pour une densité spectrale f (À) bornée et sous la condition que la 
matrice H° — | J9 (dh) est régulière, la matrice | H (dh) est 


‘aussi régulière. 
On arrive ainsi au résultat suivant. 


1 
F Q) 


Théorème 12. Si la densité spectrale f (h)est continue et satis- 
fait à la condition (7.448), les fonctions {Q (+) BCE) 22 


., Q (+ er 8x @} où Q ( )= (1 + +)" , possèdent une mesure 


spectrale non dégénérée et la condition (7.4.37) se trouve remplie, pour la 
matrice de corrélation {ok;} d'estimations non biaisées linéaires quelcon- 
ques on à l'inégalité asymptotique (7.4.49) où H° (dh), est également la 
mesure RU non dégénérée des fonctions initiales {0, (t), . 

, x ()}. 

Evidemment, tout comme dans le cas du temps discret (voir 
théorème 8), sous la condition que les relations (7.4.45) et (7.4.49) 
soient vériliées, 

pour l'efficacité asymptotique des estimations pseudo-meilleures, eons- 
truites d’ . la densité pseudo-spectrale g (À) il suffit que la fonction 


matricielle Re E soit constante presque partout par rapport à la mesure 
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matricielle H9 (dh): sous la condition supplémentaire (7.4.46), c’est 
en même temps la condition nécessaire d'efficacité asymptotique. 


Exemple. Soit N—2 et 
O1 (#) = Pi (6) 1 éitma (dh), Gt = P; (6) | éihtms (À), 


où P, (6) et P, (t) sont des polynômes en t de degré n, et n, respective- 
ment, dont les coefficients des termes de degré supérieur sont égaux 
à 1, et m, (dÀ) et m2 (dÀ) sont des mesures finies. 

Désignons par À, et A: l’ensemble des points À pour lesquels res- 
péctivement m1 (à) = O0 et m2 (À) 0. Il est facile de voir que la 
mesure spectrale Æ° (dA) — {H%; (dh)} des fonctions {6, (£), 0: (#)} 
est purement discrète et se trouve concentrée aux points À € À, LU A», 
plus exactement *) 


— 2 | 
H° (= 4-1 Dr À | m1 (À) | meer LL (À) m (À) d*. 


1 —# 1 
anim sim) 


où d est une matrice diagonale du type 
| 3 
V5 Dre GP 0 
: £ 
0 Vire Dim @ 


Dans le cas où Les ensembles A, et A, sont disjoints, la condition que 


Te E soit constante presque partout par rapport à H° (dà) équi vaut 


à ce que le rapport f (A}/g (À) soit constant sur chacun des « éléments 
du spectre » A, |} A:. Cette condition est évidemment toujours rem- 
plie si le spectre n’a que des points uniques: À, € A,, et À» € A. 
Dans le cas où le spectre A, [J A: se compose d’un nombre fini de 
points A4, ..., Àm, la condition mentionnée d'efficacité asympto- 
tique sera remplie pour une densité pseudo-spectrale g (À) du type 
(7.4.35) telle que g (À) = f (à) pour À = A4, ..., Àm. 


*) Voir, par exemple, [28]. 


1. 


è 
&. 
5. GUELFAND I. M., VILENKINE N. Ya. — Fonctions généralisées, IV. 
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ÉLÉMENTS DE CALCUL NUMÉRIQUE 


Cet ouvrage est un exposé de problèmes de calcul numé- 
rique rédigé sur la base du cours de mathématiques supé- 
rieures dans les Universités techniques. 

Tous les renseignemenis auxiliaires sur l'algèbre linéaire 
et la théorie des espaces vectoriels sont également contenus 
dans l'ouvrage. 

Parmi les questions traitées dans le manuel citons : 
opérations sur les nombres approchés, calcul des valeurs 
d'une jonction, résolution approchée ei numérique des 
équations algébriques et iranscendantes, méthodes. numé- 
riques de l'algèbre linéaire, interpolation des fonctions, 
dérivation et intégration approchées, éléments de la méthode: 
de Monte-Carlo. 

Destiné aux élèves des Universités techniques, l'ouvrage 
peut également servir à tous ceux qui travaillent dans le 
domaine des mathématiques appliquées. 


